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1  Einleitung 
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In  nahezu  alien  energietechnischen  und  verfahrenstechnischen  Anlagen  komraen  War- 
meiibertrager  zum  Einsatz,  und  zwar  als  einzelne  Anlagenkomponenten  oder  als  zusam- 
mengeschaltetes  Untersystem.  Deren  stationares  Verhalten  ist  weitgehend  bekannt,  und 
die  Methoden  fur  ihre  Berechnung  sind  weit  entwickelt  [1]  [2].  Wenn  eine  solche  Anlage 
jedoch  angefahren,  geregelt  oder  abgeschaltet  wird  oder  wenn  Storungen  auftreten,  wird 
das  instationare  Verhalten  wichtig.  Das  instationare  Verhalten  einzelner  Warmeiiber- 
trager  ist  bereits  untersucht  worden  [3],  jedoch  nicht  das  von  zusammengeschalteten 
Systemen,  wie  sie  etwa  bei  der  Warmeriickgewinnung  in  Rauchgasreinigungsanlagen 
[4],  raumlufttechnischen  Anlagen  [5]  und  Gasturbinenanlagen  [6]  [7]  [8]  Anwendung 
finden. 


Abb.  1.1.  System  aus  zwei  gekoppelten  Warmeiibertragern  mit  umlaufendem  Fluidstrom. 


Gegenstand  der  vorliegenden  Arbeit  ist  die  Untersuchung  eines  solchen  Systems.  Es 
besteht  aus  zwei  Warmeiibertragern,  die  durch  ein  umlaufendes  Fluid  gekoppelt  sind, 
welches  mit  einer  Pumpe  umgewalzt  wird,  Abb.  1.1.  Es  dient  dazu,  Warme  indirekt 
von  einem  warmen  Hauptstrom  I  an  einen  kalten  Hauptstrom  II  zu  iibertragen. 
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Meierer  [4]  beschreibt  den  Einsatz  eines  Warmeverschiebesystems  in  einer  Rauchgas- 
entschwefelungsanlage.  Es  dient  zur  Aufheizung  der  Reingase  hinter  der  Rauchgas- 
entschwefelung,  bevor  sie  durch  den  Kamin  in  die  Atmosphare  stromen.  Zu  diesem 
Zweck  wird  Warme  indirekt  von  den  heifien  Rohgasen  (Hauptstrom  I)  an  die  Reingase 
(Hauptstrom  II)  iibertragen.  Als  umlaufendes  Fluid  wird  fliissiges  Wasser  verwendet. 
Bei  der  Auslegung  der  Rauchgasentschwefelungsanlage  wurde  das  gekoppelte  System 
einem  Regenerator  mit  rotierender  Speichermasse  vorgezogen,  weil  Rein-  und  Rohgase 
hier  streng  getrennt  sind  [4],  Nur  so  konnten  die  Grenzwerte  fur  die  Schadstoffkonzen- 
trationen  im  Reingas  eingehalten  werden. 

Ein  weiteres  Anwendungsgebiet  von  zwei  gekoppelten  Warmeiibertragern  ist  die  War- 
meriickgewinnung  in  raumlufttechnischen  Anlagen  [5].  Es  wird  Warme  indirekt  zwi- 
schen  Aufienluft  und  Abluft  iibertragen.  Im  Winterbetrieb  wird  die  Aufienluft  mit  Hil- 
fe  der  Abluft  vorgewarmt.  Im  Sommerbetrieb  wird  die  Aufienluft  mit  Hilfe  der  Abluft 
vorgekiihlt.  Das  gekoppelte  System  wird  eingesetzt,  weil  sich  auch  groBe  Entfernungen 
zwischen  den  Orten,  an  denen  Aufienluft  und  Abluft  zur  Verfiigung  stehen,  problemlos 
iiberwinden  lassen  [5].  Als  umlaufendes  Fluid  wird  Wasser  verwendet,  dem  ein  Frost- 
schutzmittel  zugesetzt  wird  [5]  [9]. 

London  und  Kays  [6]  untersuchen  den  Einsatz  von  zwei  gekoppelten  Warmeiiber- 
tragern  in  Gasturbinenanlagen.  Es  wird  Warme  indirekt  von  den  heifien  Turbinen- 
abgasen  (Hauptstrom  I)  an  die  verdichtete  Luft  (Hauptstrom  II)  iibertragen,  um  sie 
fur  die  Verbrennung  vorzuwarmen.  Das  umlaufende  Fluid  ist  ein  fliissiges  Metall,  und 
zwar  Natrium,  Kalium  oder  ein  Gemisch  aus  beiden.  Erstmals  wird  festgestellt,  dafi 
es  einen  optimalen  Wert  fiir  die  Grofie  des  Warmekapazitatsstroms  des  umlaufenden 
Fluids  gibt.  Wenn  das  System  mit  diesem  betrieben  wird,  erzielt  man  die  grofitmogli- 
chen  Temperaturanderungen  bei  vorgegebenen  Eintrittstemperaturen  und  Warmeka- 
pazitatsstromen  der  beiden  Hauptstrome.  London  und  Kays  [6]  untersuchen  zwei  gekop¬ 
pelte  Gegenstrom-Warmeiibertrager.  Die  Warmekapazitatsstrome  der  beiden  Haupt¬ 
strome  sind  gleich  grofi.  Die  Warmedurchgangswiderstande  in  beiden  Apparaten  sind 
ebenfalls  gleich  grofi  und  unabhangig  von  der  Grofie  des  Umlaufstroms.  In  diesem  Son- 
derfall  ist  der  optimale  Warmekapazitatsstrom  des  umlaufenden  Fluids  so  grofi  wie  der 
der  Hauptstrome  [6]. 

Martin  [10]  und  Roetzel  [11]  untersuchen  den  Wert  des  optimalen  Umlaufstroms  fiir 
einen  allgemeineren  Fall.  Die  gekoppelten  Gegenstrom-Warmeiibertrager  konnen  mit 


-3- 


unterschiedlich  grofien  Warmekapazitatsstromen  der  Hauptstrome  betrieben  werden, 
und  die  Warmedurchgangswiderstande  in  den  Einzelapparaten  kbnnen  unterschiedlich 
grofl  sein.  Es  wird  aber  weiterhin  vorausgesetzt,  dafi  der  Warmedurchgangskoeffizient 
unabhangig  von  der  Grofie  des  Umlaufstroms  ist. 

Anhand  von  Zahlenrechnungen  hat  Martin  [10]  gezeigt,  dafi  der  optimale  Warme- 
kapazitatsstrom  des  umlaufenden  Fluids  zwischen  den  Warmekapazitatsstromen  der 
Hauptstrome  liegt.  Roetzel  [11]  hat  daraufhin  eine  Berechnungsformel  fur  den  optima- 
len  Warmekapazitatsstrom  des  umlaufenden  Fluids  hergeleitet.  Zusatzlich  wird  eine 
kostengiinstige  Aufteilung  der  warmeiibertragenden  Flachen  zwischen  den  Einzelappa¬ 
raten  vorgeschlagen  [11]. 

Neben  dem  Gegenstrom  wurde  von  Martin  [10]  der  Fall  untersucht,  dafi  in  den  Einzel¬ 
apparaten  einseitig  quervermischter  Kreuzstrom  vorliegt.  Dabei  ist  der  Umlaufstrom 
quervermischt,  wahrend  die  Hauptstrome  unvermischt  sind.  Der  optimale  Umlaufstrom 
ist  unendlich  groB. 

Alle  bisherigen  Methoden  zur  Ermittlung  des  optimalen  Umlaufstroms  [6]  [10]  [11]  set- 
zen  voraus,  daB  die  Warmedurchgangskoeffizienten  unabhangig  von  der  Grofie  des  Um¬ 
laufstroms  sind.  Diese  Vorgehensweise  ist  gerechtfertigt,  wenn  der  Warmeiibergangswi- 
derstand  auf  der  Seite  der  umlaufenden  Fliissigkeit  gegeniiber  den  anderen  thermischen 
Widerstanden  vernachlassigt  werden  kann  [12]. 

Jansing  [7]  und  Schneider  [8]  beschreiben  den  Einsatz  eines  Warmeverschiebesystems 
mit  nachgeschaltetem  Abhitzekessel  in  einem  Gasturbinenheizkraftwerk.  Auch  hier 
wird  Warme  indirekt  von  den  heifien  Turbinenabgasen  (Hauptstrom  I)  an  die  ver- 
dichtete  Luft  (Hauptstrom  II)  iibertragen.  Anschliefiend  stromen  die  Turbinenabgase 
in  einen  Abhitzekessel,  in  dem  Heiz-  bzw.  Prozefidampf  erzeugt  wird.  Durch  die  Grofie 
des  Umlaufstroms  wird  eingestellt,  welcher  Energieanteil  der  Turbinenabgase  fur  die 
Erzeugung  von  Heiz-  bzw.  Prozefidampf  im  Abhitzekessel  verwendet  wird  und  welcher 
fur  die  Vorwarmung  der  verdichteten  Luft. 

Wenn  die  Grofie  des  Umlaufstroms  verandert  wird,  stellt  sich  erst  nach  einiger  Zeit 
ein  neuer  Betriebszustand  ein.  Von  besonderem  Interesse  ist,  nach  welcher  Zeit  sich 
dieser  Betriebszustand  einstellt  und  wie  die  Temperaturen  im  System  sich  mit  der  Zeit 
andern.  Es  ist  das  instationare  Verhalten  zu  untersuchen. 

Im  Gegensatz  zum  stationaren  Verhalten  finden  sich  in  der  Literatur  keine  Angaben 
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liber  die  Berechnung  des  instationaren  Verhaltens  des  Systems  aus  zwei  gekoppelten 
Warmeiibertragern  mit  umlaufendem  Fluidstrom.  Fur  einzelne  Warmeiibertrager  hin- 
gegen  liegen  auch  fur  den  instationaren  Fall  zahlreiche  Arbeiten  vor  [3].  Grundlage 
sind  dabei  immer  Bilanzgleichungen  fur  die  Energie.  Wenn  beliebige  Temperatur-  und 
Massenstromschwankungen  auftreten,  werden  die  Energiegleichungen  iiblicherweise  li- 
nearisiert  und  mit  der  Laplace-Transformation  gelost  [13]  [14]  [15].  Ontko  und  Harris 
[16]  losen  mit  einem  Finite-Differenzen-Verfahren  die  Energiegleichugen,  ohne  sie  zu 
linearisieren.  Allerdings  werden  nur  sprungformige  Massenstromanderungen  berech- 
net.  Xuan  und  Roetzel  [17]  losen  die  Energiegleichung  ohne  Linearisierung  mit  der 
Laplace-Transformation  und  numerischer  Riicktransformation  fur  beliebige  Anderun- 
gen  der  Eintrittstemperaturen  und  stufenformige  Anderungen  der  Massenstrome  zu 
Beginn  des  instationaren  Prozesses.  Ungleichverteilungen  der  Stromung  und  Langsver- 
mischung  werden  durch  das  Dispersionsmodell  berucksichtigt . 

In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  fur  den  stationaren  Fall  ein  allgemeines  Verfahren  ent- 
wickelt,  mit  dem  der  optimale  Umlaufstrom  berechnet  werden  kann,  wenn  die  Warme- 
durchgangskoeffizienten  von  der  Grofie  des  Umlaufstroms  abhangig  sind.  Es  ist  not- 
wendig,  diese  Abhangigkeit  zu  beriicksichtigen,  wenn  der  Warmeiibergangswiderstand 
auf  der  Gasseite  durch  die  Anbringung  von  Rippen  so  stark  verkleinert  wird,  dafi  er 
die  Grofienordnung  des  Warmeiibergangswiderstandes  auf  der  Seite  der  umlaufenden 
Flussigkeit  hat  oder  wenn  die  beiden  Hauptstrome  ebenfalls  Fliissigkeiten  sind.  Fer- 
ner  wird  untersucht,  ob  es  auch  fur  andere  Stromfiihrungen  als  den  Gegenstrom  einen 
endlichen  Wert  fur  den  optimalen  Umlaufstrom  gibt. 

AnschlieBend  werden  Verfahren  fur  die  Berechnung  des  instationaren  Verhaltens  von 
zwei  gekoppelten  Warmeiibertragern  mit  umlaufendem  Fluidstrom  entwickelt.  Neben 
der  iiblichen  Vorgehensweise  mit  den  linearisierten  Energiegleichungen  wird  besonderer 
Wert  darauf  gelegt,  die  Energiegleichungen  zu  losen,  ohne  sie  zu  linearisieren.  Schliefi- 
iich  werden  die  Berechungsverfahren  auf  Beispiele  angewendet. 
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2  Optimierung  des  stationaren  Betriebs 


Im  folgenden  wird  ein  Optimierungskriterium  fur  die  Grofie  des  Umlaufstroms  im  sta¬ 
tionaren  Betrieb  aufgestellt. 


Forderung: 
Moglichst  Starke 
Abkiihlung 


Optimierungsaufgabe : 

Wie  groB  muB  der  Umlaufstrom 
sein,  damit  die  Forderungen 
erfullt  sind  ? 


Hauptstrom  I 
gegeben: 

Eintrittstemperatur, 

Warmekapazitatsstrom 


Hauptstrom  II 
gegeben: 

Eintrittstemperatur, 

Warmekapazitatsstrom 


|  StellventiTI 


0 

l^umpel 


I  Umlautstrom  | 


Forderung: 
Moglichst  starke  [ 
Erwarmung 


Abb.  2.1.  Formulierung  der  Optimierungsaufgabe  fiir  den  stationaren  Betrieb  eines  Systems 
aus  zwei  gekoppelten  Warmeubertragern  mit  umlaufendem  Fluidstrom. 


Die  Warmekapazitatsstrome  und  Eintrittstemperaturen  der  beiden  Hauptstrome  wer- 
den  ebenso  wie  die  Stromfiihrungen  in  den  Warmeubertragern  vorgegeben,  Abb.  2.1. 

An  den  optimierten  Betrieb  wird  die  Forderung  gestellt,  dafi  sich  der  warme  Haupt¬ 
strom  I  moglichst  stark  abkiihlen  soil.  Gleichwertig  dazu  ist  aufgrund  des  ersten  Haupt- 
satzes  die  Forderung,  dafi  sich  der  kalte  Hauptstrom  II  moglichst  stark  erwarmen  soil. 
Die  Optimierungsaufgabe  lautet: 

Wie  grofi  mufi  der  Warmekapazitatsstrom  des  umlaufenden  Fluids  gewahlt 
werden,  damit  die  Forderung  nach  grofitmoglichen  Temperaturanderungen 
der  Hauptstrome  erfullt  wird? 
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T"l,aus  I 


Indizes: 

1  :  Hauptstrom 

2  :  Umlaufstrom 

I  :  Warmeubertrager  I 
II :  Warmeubertrager  II 
ein  :  Eintritt 
aus:  Austritt 


U  ,ein  I  '  U  ,aus  1 


NTU-Werte: 


NTU,,  =  (kA),  /  W„ 
NTUin  =  (kA)n  /  W1H 


Abb.  2.2.  Bezeichnungen  und  Formelzeichen,  die  zur  Beschreibung  des  Systems  und  zur 
Ermittlung  des  optimalen  Umlaufstroms  benotigt  werden. 


Die  Grofien,  die  benotigt  werden,  um  das  Optimum  zu  ermitteln,  sind  in  Abb.  2.2  dar- 
gestellt.  Ihre  Formelzeichen  tragen  meist  Doppelindizes.  So  ist  beispielsweise  Wu  der 
Warmekapazitatsstrom  des  Hauptstroms  von  Apparat  I  oder  TlteinII  die  Eintrittstem- 
peratur  des  Hauptstroms  von  Apparat  II. 

Der  Warmekapazitatsstrom  des  umlaufenden  Fluids 


W2 


=  m2cp  2 


(2.1) 


ist  aufgrund  der  Kontinuitatsgleichung  und  der  Annahme,  dafi  seine  spezifische  Warme- 
kapazitat  konstant  ist,  fur  alle  Untersysteme  gleich  grofi  und  tragt  daher  nur  einen 
Index,  namlich  2  flir  Umlaufstrom. 

•Die  beiden  Warmeubertrager  sind  durch  ihre  NTU-Werte  gekennzeichnet.  Mit  k  wird 
der  Warmedurchgangskoeffizient  bezeichnet  und  mit  A  eine  willkiirliche  Bezugsflache, 
Abb.  2.2. 


Die  dimensionslose  Temperaturanderung  des  Hauptstroms  I 


Pu  = 


Pl,einl  -Fl,aus/ 
Pi, ein  I  P\,einII 


(2.2) 


laSt  sich  explizit  als  Funktion  der  beiden  NTU-Werte  und  der  beiden  Warmekapa- 


zitatsstromverhaltnisse  i?2,i/  —  W2/W11  und  Rii,m  —  Wu/Wm  angeben  [10]  [12]: 

1  _ _ 1 _ _ Riimi _ 1_  (2.3) 

P\i  £ii(NTUu,  R2,u)  ew{NTUui,  RutuiR2,u)  -^2,1/ 


Pu  =  Pu  ( NTUU ,  NTUui,  R211,  Riimi )  •  (2-4) 

Da  die  Warmekapazitatsstrome  der  beiden  Hauptstrome  vorgegeben  sind,  entfallt  das 
Warmekapazitatsstromverhaltnis  Ru,ui  in  Gl.  2.3  bzw.  Gl.  2.4  als  unabhangige  Veran- 
derliche. 

Mit  eu  und  exn  werden  die  dimensionslosen  Temperaturanderungen  der  Fluidstrome  in 
den  Einzelapparaten  nach  Gl.  2.5  bzw.  2.6  bezeichnet.  Sie  sind  fur  eine  grofie  Anzahl  von 
Stromfuhrungen  als  Funktion  von  ATCZ-Wert  und  Warmekapazitatsstromverhaltnis  in 
Form  von  Diagrammen  und  Gleichungen  zusammengestellt  [1]. 


6u(NTUu,R2m)  = 

£iii{NTUui,  Rum  1  Rim)  = 


Pl,einI  Pl,ausl 
P\,einl  P'2  ,eml 

Pl,ausII  P\,einII 
P2,einII  P\,einII 


In  der  vorliegenden  Arbeit  werden  vier  Stromfuhrungen  fur  die  Einzelapparate  behan- 
delt,  und  zwar  der  einseitig  quervermischte  Kreuzstrom  mit  quervermischtem  Umlauf- 
strom,  der  einseitig  quervermischte  Kreuzstrom  mit  quervermischten  Hauptstromen, 
der  Gegenstrom  und  der  reine  Kreuzstrom.  Die  Gleichungen  fur  die  dimensionslosen 
Temperaturanderungen  eu  und  eui  sind  fur  die  verschiedenen  Stromfuhrungen  aus 
dem  VDI-Warmeatlas  [1]  entnommen  worden. 

1.  Kreuzstrom  mit  quervermischtem  Umlaufstrom  (Hauptstrom  unvermischt) : 

_  L  (6-ntu i/_iV| 


e 11  =  R2M  1  “  exP 


eu(NTUu  — >  00)  =  i?2,i/  1  -  exp  - 


r  /g -NTUui 

Zui  —  RlIMlRlM  4  ~  exP  ~~5  n 

\  tixiMi^M  , 

r  ( _ L_ 

V  RximiR^M 


£\ii{NTU\ii  00)  =  RumiRmi  1-exp 


(2.10) 
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2.  Kreuzstrom  mit  quervermischten  Hauptstromen  (Umlaufstrom  unvermischt): 


€XI  =  1  -  exp  #2,i/  -  1 

tu(NTUu  ->  oo)  =  1  -  exp  (-fl2,u) 


tin  =  1-exp  Ru.uiRi.u  I  e””-'"""-1'  -  1 
€l!l(NTU)ii  —■ 1  oo)  —  1  —  exp  (— i?u, 1/7^2,!/) 


(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 


3.  Gegenstrom: 


=  1  -  e*p  Kifc  -  0 

1  -  «ZT7  exP  [(«TT7  -  0 

IB  -U  NTV" 

£l/(  2’u  >  l  +  NTUu 

eu{NTU\i  -4  oo)  =  1,  i?2,i/  >  1 

Cu(NTUu  — >  oo)  =  #2,1/,  #2,1/  <  1 

£m  =  1  -  exP  [(tst^t  -  0  NTU">) 

1  “  eXP  [(x„  “  0  ^'rP7  |//j 

/ p  p  _i\  _  NTUm 

i//(#i/, i//#2,i/  - 1)  - 

eur(NTUm  -4  oo)  =  1, 

#1/,1//#2,1/  >  1 

Zhi{NTL\jj  -4  oo)  =  #i/,i//#2,l/,  #1/,1//#2,1/  <  1 


G//  = 


£i//(#i/,i//#2,i/  =  1) 


(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 
(2.21) 
(2.22) 


4.  reiner  Kreuzstrom: 


#2,1/ 

NTUU 


oo  f  m  I 

E  (  1  —  exp(-NTUu)  E  —NTU{i 

m= 0  (  j=0  7  • 


,  ,  NTUt !  E  1  (NTUuV 

1  -  exp( — — - )E-r  -5— 


#2,1/  V  #2, 


E\j(NTU\j  -4  oo)  —  1,  #2,1/  >  1 

e\i(NTUu  — >  oo)  =  #2,1/,  #2,1/  <  1 


£i//  = 


#1/,1//#2,1/  yx  ( 

^l//  ^ 


(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 


1  -  exp(  — - 


NTJJ\ 


exp(-NTUui)Y,-<NTUli 


t  U^-)' 


(2.26) 


[  ^  #1/,1//#2,1/  \#i/,i//#2.i//  J  j  '  ' 

£ui{NTUuj  -4  oo)  =  1,  #i/,i//#2,i/  >  1  (2.27) 

tui{NTUui  ->  oo)  =  #i/,i//#2,i/,  #i/,i//#2,i/  <  1  (2.28) 
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Bei  der  Herleitung  von  Gl.  2.3  und  den  Gin.  2.7  bis  2.28,  die  in  Gl.  2.3  eingesetzt 
werden,  sind  idealisierende  Annahmen  getroffen  worden,  die  bei  der  Berechnung  von 
Warmeubertragern  iiblich  sind  [1]: 

•  Die  Warmeverluste  an  die  Umgebung  und  die  Dissipation  von  mechanischer  Lei- 
stung  sind  vernachlassigbar; 

•  Anderungen  der  kinetischen  und  potentiellen  Energien  der  Stoffstrome  sind  ver¬ 
nachlassigbar; 

•  die  spezifischen  Warmekapzitaten  sind  konstant; 

•  Kolbenstromung  liegt  in  beiden  Warmeubertragern  und  in  den  Verbindungslei- 
tungen  vor; 

•  Warmeleitung  und  Vermischung  in  Stromungsrichtung  sind  vernachlassigbar. 


Es  werden  ausschlieBlich  Prozesse  ohne  Phasenwechsel  betrachtet. 

Mit  den  Annahmen  gilt  nach  dem  ersten  Hauptsatz 

kEi/(Tijein/  -  T1>ausI)  =  Win{Titausn  -  TheinII)  (2.29) 


oder  in  dimensionsloser  Form 

RumiPu  =  Pm-  (2-30) 

Die  dimensionslosen  Temperaturanderungen  der  Hauptstrome  sind  proportional  zuein- 
ander,  d.h.  wenn  die  Temperaturanderung  des  warmen  Hauptstroms  maximal  wird, 
wird  auch  die  des  kalten  Hauptstroms  maximal. 

Um  die  Gin.  2.7  bis  2.28  auswerten  zu  konnen,  werden  die  NTU- Werte  benotigt: 

NTU1U=<^L  M  =  I,II.  (2.31) 

w1M 


Im  NTU- Wert  ist  der  Warmedurchgangswiderstand  1/(A ;A)m  enthalten.  Er  ist  die 
Summe  aus  dem  Warmeiibergangswiderstand  auf  der  Seite  des  Haupt¬ 

stroms,  dem  Warmeleitungswiderstand  der  Wand  Rwm  und  dem  Warmeiibergangswi- 
derstand  \/{ol2mMm)  auf  der  Seite  des  umlaufenden  Fluids: 


1 

(kA)M 


- — — i - b  Rwm  + 

Voimqimaim 


1 

V02Ma2M^-2M 


M  =  I,  II. 


(2.32) 
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Bei  Yerwendung  der  Gl.  2.32  handelt  es  sich  um  die  iibliche  Methode  fur  die  Berech- 
nung  des  Warmedurchgangswiderstands  unter  naherungsweiser  Beriicksichtigung  des 
Langeneflekts  [1].  Der  mittlere  Warmeiibergangskoeffizient  a  wird  aus  einer  Korrela- 
tion  fur  die  mittlere  NuBelt-Zahl  ( Nu  =  aLj A)  bestimmt.  Sie  ist  eine  Funktion  der 
Revnolds-Zahl  {Re  —  wLJu),  der  Prandtl-Zahl  ( Pr  =  v/a )  und  von  geometrischen 
Kennzahlen  [18]: 

Nu  =  f{Re ,  Pr,  Kgeom).  (2.33) 

Daneben  wird  der  Warmeiibergang  und  damit  die  Nufielt-Zahl  i.a.  von  den  thermi- 
schen  Randbedingungen  bestimmt,  z.B.  konstante  Wandtemperatur  oder  konstante 
Warmestromdichte  [19]. 

Wenn  konstante  Stoffwerte  vorausgesetzt  werden,  folgt  aus  Gl.  2.33,  dafi  der  Warmeiiber- 
gangskoefiizient  fiir  eine  feste  Geometrie  nur  eine  Funktion  der  Stromungsgeschwindig- 
keit  ist: 

a  -  a{w).  (2.34) 

Mit  t]oim  und  werden  in  Gl.  2.32  die  Oberflachenwirkungsgrade  bezeichnet.  Sie 
werden  bei  berippten  Oberflachen  verwendet  [12]  und  bringen  zum  Ausdruck,  dafi  Rip- 
penoberflachen  nicht  voll  wirksam  sind,  da  sie  dem  Warmeiibergang  an  das  Fluid  eine 
kleinere  Temperaturdifferenz  bieten  als  das  Grundmaterial  [18].  Die  Oberflachenwir¬ 
kungsgrade  werden  aus  der  Gesamtflache  A ,  der  Rippenoberflache  AR  und  dem  Rip- 
penwirkungsgrad  rjR  berechnet: 

m M  =  1  -  ^-{1  -  Vrim)  M  =  I,II  (2.35) 

Aim 

V02M  =  1--^(1  -rjR2M)  M  =  I, II.  (2.36) 

A-2  M 

Der  Rippenwirkungsgrad  r)R  hangt  wiederum  vom  mittleren  Warmeiibergangskoeffizi- 
enten  ab  [18]. 

Fiir  die  Optimumsuche  sind  die  Stromungsgeschwindigkeiten  der  Hauptstrome  fest  vor- 
gegeben.  Aus  Gl.  2.34  folgt,  dafi  dann  auch  die  Warmeiibergangskoeffizienten  konstant 
sind.  Damit  sind  die  Warmeiibergangswiderstande  auf  der  Seite  der  Flauptstrome  fiir 
die  Optimumsuche  Konstanten: 

- - —  =  const  M  = /,  II. 

Voim&imAim 


(2.37) 
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Bei  der  Optimumsuche  andert  sich  der  Warmekapazitatsstrom  des  umlaufenden  Fluids 
in  Abhangigkeit  von  der  Stromungsgeschwindigkeit: 

W2 M  —  Q2^q2Mw2Mcp2  M  =  I,  II.  (2.38) 

Nach  Gl.  2.34  ist  der  Warmeiibergangskoeffizient  eine  Funktion  der  Stromungsge¬ 
schwindigkeit.  Damit  sind  die  Warmeiibergangswiderstande  auf  der  Seite  des  umlau¬ 
fenden  Fluids  Funktionen  der  jeweiligen  Stromungsgeschwindigkeiten. 


In  den  Einzelapparaten  wird  Warme  von  einem  gasformigen  Hauptstrom  an  einen 
fliissigen  Umlaufstrom  ubertragen,  Abschnitt  1.  Der  Warmeiibergangskoeffizient  auf 
der  Seite  der  Fliissigkeit  ist  in  der  Regel  sehr  viel  grofier  als  auf  der  Seite  des  Gases  [1]. 
Man  wird  daher  Rippen  auf  der  Gasseite  anbringen,  um  den  Warmedurchgangswider- 
stand  zu  verkleinern,  und  die  Seite  der  umlaufenden  Fliissigkeit  unberippt  lassen.  Dann 
entfallen  die  Oberflachenwirkungsgrade  r)o2M-  Fiir  die  Warmeiibergangswiderstande  auf 


der  Seite  der  umlaufenden  Fliissigkeit  gilt 

1  _  1 
V02MOi2M^2M  <^2m{w2m)Mm 


M  =  I,  II. 


(2.39) 


Wenn  konstante  Stoffwerte  angenommen  werden,  sind  die  Warmeleitungswiderstande 
der  warmeiibertragenden  Wande  konstant: 

Rwm  —  const  M  =  I,  II.  (2.40) 


In  Gas-Gas-  oder  Gas-Fliissigkeit-Warmeiibertragern  kann  der  Warmeleitungswider- 
stand  der  Wande  in  der  Regel  gegeniiber  den  anderen  thermischen  Widerstanden  in 
Gl.  2.32  vernachlassigt  werden  [12]. 

Die  Gin.  2.32,  2.37,  2.39  und  2.40,  in  Gl.  2.31  eingesetzt,  ergeben  folgende  Beziehung 
fiir  die  NTU- Werte: 

1  _  W'im _ |  j |  ^2(^2 m)  W\ m  M  —  I,II. 

NTU\m  &2m{w2m)A2M  W2(w2m) 


const 


(2.41) 


Fiir  eine  kompakte  Darstellung  werden  folgende  Parameter  eingefiihrt: 


Nim  — 


N2  M  — 


&2m(W2m)A2M 

W2(w2M) 


+  RwmWim  M-IJI 


M  =  I,  II. 


(2.42) 


(2.43) 
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Die  Gin.  2.42  und  2.43.  in  Gl.  2.41  eingesetzt,  ergeben 


NTU\ 


N2M  R-2,\M 


M  =  /,  II. 


(2.44) 


In  die  Parameter  N2m  und  in  das  Warmekapazitatsstromverhaltnis  R2,im  werden  die 
Nufielt-Zahl,  die  Reynolds-Zahl  und  die  Prandtl-Zahl  eingefuhrt: 


N2m  =  Nu2M(Re2M)  —r—  Re^Pr ^  M  =  I,  II 

Aq2M 

r>  ^2  I>c\M  Aq2M  R&2M  Pr2M  ,  ,  T  TT 

#2,1  M  =  T - 7 - T - — - -5 -  M  =1,11. 

M M  ^c2M  A.qiM  *r\M 


(2.45) 


(2.46) 


Die  beiden  Veranderlichen  in  den  Gin.  2.45  und  2.46  sind  die  Reynolds-Zahlen  Re2I 
und  Re2u.  Sie  sind  durch  die  Kontinuitatsgleichung  gekoppelt: 


Aq2j  Lc2ij 

Re-211  —  7 - } — R&2I- 

Aq2II  Ac2] 


(2.47) 


Mit  Gl.  2.47  wird  die  Reynoldzahl  Re2II  aus  den  Gin.  2.45  und  2.46  eliminiert. 

Wie  die  Gin.  2.41  bis  2.47  zeigen,  ist  es  gelungen,  die  NTU-Wevte  und  Warmeka- 
pazitatsstromverhaltnisse  fiir  die  Optimumsuche  als  Funktionen  einer  einzigen  un- 
abhangigen  Veranderlichen  Re2I  auszudriicken.  Nach  Gleichung  2.4  ist  damit  auch  die 
dimensionslose  Temperaturanderung  des  Hauptstroms  I  eine  Funktion  einer  einzigen 
unabhangigen  Veranderlichen: 

Pi  1  =  Pu(Re2i).  (2.48) 


Fiir  diese  Funktion  ist  das  absolute  Maximum  zu  ermitteln.  Dieser  allgemeine  Fall  wird 
anhand  von  Beispielen  in  Abschnitt  2.4  behandelt. 

Fur  zwei  Sonderfalle  vereinfacht  sich  die  Optimumsuche.  Nach  Gl.  2.41  gehen  die  NTU- 
Werte  gegen  unendlich,  wenn  die  Warmedurchgangswiderstande  oder  die  Warmekapa- 
zitatsstrome  gegen  null  gehen.  Dann  nehmen  die  dimensionslosen  Temperaturanderun- 
gen  tu  und  tm  Grenzwerte  an.  Pu  ist  bereits  eine  Funktion  einer  einzigen  unabhangi¬ 
gen  i?2,i/;  die  Reynolds-Zahl  Re 2/  braucht  nicht  eingefuhrt  zu  werden.  Es  ist  dann  das 
absolute  Maximum  der  Funktion 


Pu  —  P\i{R2,\i) 


(2.49) 


zu  bestimmen.  Dieser  Fall  ist  in  Abschnitt  2.2  dargestellt. 
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Wenn  der  Warmeubergangswiderstand  auf  der  Seite  des  umlaufenden  Fluids  sehr  klein 
ist  und  gegeniiber  den  anderen  thermischen  Widerstanden  vernachlassigt  werden  kann, 
sind  die  NTU- Werte  nach  Gl.  2.41  Konstanten.  Dann  ist  die  dimensionslose  Tem- 
peraturanderung  des  warmen  Hauptstroms  P\j  nach  Gl.  2.4  -  wie  im  Fall  unendlich 
hoher  NTU- Werte  -  bereits  eine  Funktion  einer  einzigen  Veranderlichen  ohne 

dab  die  Reynolds-Zahl  Re2i  eingefiihrt  werden  mub.  Es  ist  das  absolute  Maximum  der 
Funktion 

P\i  =  P\i{R2,ii)  (2.50) 

zu  bestimmen.  Dieser  Fall  ist  in  Abschnitt  2.3  dargestellt. 
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gefundenen  relativen  Maxima  und  den  Werten  an  den  Punkten,  an  denen  ein  laminar- 
turbulenter  Umschlag  erfolgt,  das  absolute  Maximum  bestimmt,  indem  die  Zahlenwerte 
verglichen  werden. 

2.2  Unendlich  grofle  NTU-Werte 

Es  wird  der  Fall  betrachtet,  dafl  der  Warmedurchgangswiderstand  nach  Gl.  2.32  sehr 
klein  ist.  Im  Grenzfall  gehen  die  NTU-Werte  nach  Gl.  2.31  dann  gegen  unendlich.  Fiir 
die  vier  verschiedenen  Stromfiihrungen  nehmen  die  dimensionslosen  Temperaturande- 
rungen  eu  und  em  Grenzwerte  an,  die  durch  die  Gin.  2.8,  2.10,  2.12,  2.14,  2.17,  2.18, 
2.21,  2.22,  2.24,  2.25,  2.27  und  2.28  gegeben  sind. 

Die  Grenzwerte  werden  in  Gl.  2.3  eingesetzt,  so  daB  die  dimensionslose  Tempera- 
turanderung  des  warmen  Hauptstroms  Pu  berechnet  werden  kann.  Fiir  die  Optimum- 
suche  besitzt  PXI  nur  noch  das  Warmekapazitatsstromverhaltnis  i?2,i/  als  unabhangige 
Veranderliche: 

1  1  1  , 

P\I  €1/ (i?2,l/)  fl//(-Ri/,i//l?2,l/)  #2,1/ 

2.2.1  Kreuzstrom  mit  quervermischtem  Umlaufstrom 

Nachdem  die  Gin.  2.8  und  2.10  in  Gl.  2.3  eingesetzt  worden  sind,  zeigt  die  Extremrech- 
nung,  dafi  das  optimale  Warmekapazitatsstromverhaltnis  R^h  unendlich  grofi  ist.  In 
der  Praxis  wird  dieser  Wert  durch  die  verfiigbare  Pumpleistung  begrenzt.  Die  maximal 
erreichbare  dimensionslose  Temperaturanderung  betragt 


■pmax  _ 

rU  ~ 


l  +  Rum  i 


(2.58) 


2.2.2  Kreuzstrom  mit  quervermischten  Hauptstromen 

Nachdem  die  Gin.  2.12  und  2.14  in  Gl.  2.3  eingesetzt  worden  sind,  zeigt  die  Extremwert- 
rechnung,  daB  ein  endlicher  Wert  fiir  das  optimale  Warmekapazitatsstromverhaltnis 
i?2Pi/  existiert.  Er  ist  implizit  gegeben  durch 


exp(  R^u)  +  R\imi  exP(  RiimiR°2,ii)  _  1 

l-expt-^f,1,)]2  [l-exp(-flu,,„J^,)]2 


(2.59) 
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Abb.  2.3.  Wert  des  optimalen  Warmekapazitatsstromverhaltnisses  Abhangigkeit 

vom  vorgegebenen  Warmekapazitatsstromverhaltnis  Ru,m  fur  zwei  gekoppelte  Kreuzstrom- 
Warmeiibertrager  mit  quervermischten  Hauptstromen.  Die  NTU- Werte  der  Einzelapparate 
sind  unendlich  grofi.  An  die  Kurve  ist  fiir  einige  Punkte  der  Zahlenwert  der  maximalen  di- 
mensionslosen  Temperaturanderung  P["ax  eingetragen. 


und  wird  numerisch  mit  dem  Newton- Verfahren  bestimmt  [20].  In  Abb.  2.3  ist  das 
optimale  Warmekapazitatsstromverhaltnis  R^u  in  Abhangigkeit  vom  vorgegebenen 
Warmekapazitatsstromverhaltnis  der  beiden  Hauptstrome  Rutm  aufgetragen. 

Wenn  die  Warmekapazitatsstrome  der  beiden  Hauptstrome  gleich  grofi  sind,  betragt 
das  optimale  Warmekapazitatsstromverhaltnis  R^u  =  2, 983.  Dabei  wird  eine  dimen- 
sionslose  Temperaturanderung  von  P™ax  =  0,  565  erreicht. 
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2.2.3  Reiner  Kreuzstrom  und  Gegenstrom 

Dieser  Fall  ist  von  Martin  [10]  behandelt  worden.  Die  Ergebnisse  gelten  auch  fur  Ge- 
genstromkaskaden  mit  unendlich  grofien  NTU- Werten  [10]. 

Reiner  Kreuzstrom  und  Gegenstrom  haben  fur  unendliche  grofie  ATfZ-Werte  die  glei- 
chen  Grenzwerte  eu  und  vgl.  Gin.  2.17  und  2.24,  2.18  und  2.25,  2.21  und  2.27  bzw. 
2.22  und  2.28.  Diese  Gleichungen  werden  verwendet,  um  die  dimensionslose  Tempera- 
turanderung  des  Hauptstroms  I  in  Abhangigkeit  vom  Warmekapazitatsstromverhaltnis 
R2,u  auszudriicken.  Dabei  miissen  drei  Falle  unterschieden  werden: 


1.  Der  Warmekapazitatsstrom  des  warmen  Hauptstroms  ist  grofier  als  der  des  kalten 
Hauptstroms  (*i/,i//  >  1).  Dann  gilt 


*1/  —  *2,1/ ,  0  <  R2,i/  £ 


_1 _  1  < 

*i/,i//’  ~ 

_ *2,1/ _ 

R2,ll  +  *1/,1//*2,1/  —  1 


<  R2M  <  1 


)  1  <  R2,l/  • 


(2.60) 

(2.61) 

(2.62) 


2.  Der  Warmekapazitatsstrom  des  warmen  Hauptstroms  ist  genauso  grofi  wie  der 
des  kalten  Hauptstroms  {Ru,ui  =  !)■  Dann  gilt 


Pu  = 


*2,1/,  0  <  *2,1/  5:  1 

R2M  1  ^  o 

7TB - 7’  1  -  *2,1/- 


(2.63) 

(2.64) 


3.  Der  Warmekapazitatsstrom  des  warmen  Hauptstroms  ist  kleiner  als  der  des  kalten 
Hauptstroms  (Rutm  <  1).  Dann  gilt 


*2,1/,  0  <  J?2,l/  <  1 

1,  1  <  *2,1/  <  73 - 

tti/,i// 

_ *2,1/ _  _ 

*2,1/  +  *1/,1//*2,1/  ~  1  ’  *1 


b  -n-2,1/- 


(2.65) 

(2.66) 

(2.67) 


In  Abb.  2.4  sind  fur  drei  verschiedene  Warmekapazitatsstromverhaltnisse  Ru,m  die  di- 
mensionslosen  Temperaturanderungen  des  warmen  Hauptstroms  in  Abhangigkeit  vom 
eingestellten  Warmekapazitatsstromverhaltnis  i?2,i/  aufgetragen. 
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Abb.  2.4.  Wert  der  dimensionslosen  Temperaturanderung  des  warmen  Hauptstroms  Pu  in 
Abhangigkeit  vom  eingestellten  Warmekapazitatsstromverhaltnis  i?2,i/  fur  zwei  gekoppelte 
Kreuzstrom-Warmeiibertrager  mit  reinem  Kreuzstrom  oder  zwei  gekoppelte  Gegenstrom- 
Warmeiibertrager  mit  unendlich  grofien  NTU- Werten.  Es  sind  drei  verschiedene  Warme- 
kapazitatsstromverhaltnisse  Ru,\n  vorgegeben,  und  zwar  Ru,ui  =  0,5,  =  1  und 

Ru,iii  =  2.  Fiir  Ru,ui  ^  1  ist  nicht  ein  einzelner  Umlaufstrom  optimal,  sondern  fur  den 
Umlaufstrom  liegt  ein  optimaler  Bereich  vor. 
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Aus  den  Gin.  2.60  bis  2.67  und  Abb.  2.4  wird  ohne  Extremwertrechnung  die  Lage  des 
optimalen  Warmekapazitatsstromverhaltnisses  #2,i/  deutlich.  Auch  hier  werden  drei 
Falle  unterschieden: 

1.  Rii,m  >  1:  Optimal  ist  nicht  ein  einzelner  Wert  fur  sondern  fur  das  gesamte 
Inter  vail 

~n~  <  H%,  <  1  (2.68) 

•n-1 7,1/7 

wird  die  grofitmogliche  dimensionslose  Temperaturanderung 

Pu“  =  (2.69) 

erreicht. 

2.  R\i,\ii  =  1:  Das  Optimum  liegt  bei  {R^u  =  1,  P uax  =  1).  Wie  Abb.  2.4  zeigt,  fallt 
der  Wert  von  Pn  rechts  und  links  des  Optimums  steil  ab.  Hier  ist  also  Vorsicht 
geboten,  wenn  der  Umlaufstrom  nicht  prazise  eingestellt  werden  kann.  Kleine 
Schwankungen  des  umlaufenden  Fluids  mindern  die  Temperaturanderungen  der 
Hauptstrome  betrachtlich. 

3-  <  1:  Fur  das  gesamte  Intervall 

1  <  R-Zi  <  jr—  (2-70) 

-na/,1// 

wird  die  grofitmogliche  dimensionslose  Temperaturanderung 

P^ax  =  1  (2.71) 

erreicht. 

Die  Gin.  2.68  und  2.70  besagen,  dafi  der  optimale  Warmekapazitatsstrom  des  umlau¬ 
fenden  Fluids  W2  zwischen  den  Warmekapazitatsstromen  der  Hauptstrome  Wu  und 
WUi  liegt  [10]. 

2.3  Konstante  NTU- Werte 


Die  NTU-Wevte  konnen  fiir  die  Optimumsuche  als  Konstanten  behandelt  werden, 
wenn  der  Warmeiibergangswiderstand  auf  der  Seite  der  umlaufenden  Fliissigkeit  sehr 
viel  kleiner  ist  als  die  beiden  anderen  thermischen  Widerstande  in  Gl.  2.32.  In  diesem 
Fall  wirken  sich  auch  starke  Anderungen  des  Warmeiibergangswiderstands  auf  der  Seite 
des  Umlaufstroms  nicht  wirklich  aus. 
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2.3.1  Kreuzstrom  mit  quervermischtem  Umlaufstrom 


Einsetzen  von  Gl.  2.7  und  Gl.  2.9  in  Gl.  2.3  liefert  die  Berechnungsgleichung  fur  Pu  in 
Abhangigkeit  von  R2,u-  Die  Extremwertrechnung  zeigt,  dafi  das  optimale  Warmeka- 
pazitatsstromverhaltnis  R°2Pu  unendlich  grofi  ist.  Die  erreichbare  dimensionslose  Tem- 
peraturanderung  des  warmen  Hauptstroms  Pu  betragt 


Pmax 
1/ 


(R 


2,1 1 


00 )  = 


+ 


Ri /, 


1 II 


1  -  exp(-NTUu)  1  -  exp{-NTUui)\ 


(2.72) 


Mit  Gl.  2.72  kann  fiir  alle  Stromfiihrungen  die  dimensionslose  Temperaturanderung  des 
warmen  Hauptstroms  Pu  berechnet  werden,  wenn  der  Umlaufstrom  unendlich  grofi  ist. 


2.3.2  Gegenstrom 


Fiir  zwei  gekoppelte  Gegenstrom-Warmeiibertrager  hat  Roetzel  [11]  eine  explizite  For- 
mel  fiir  den  optimalen  Umlaufstrom  hergeleitet: 


jjopt 
^2,1 1 


NTUu  +  n^pNTUuj 
NTUu  +  NTUU  i 


(2.73) 


Roetzel  [11]  ermittelt  den  optimalen  Umlaufstrom,  indem  er  das  gekoppelte  System  aus 
zwei  Gegenstrom-Warmeiibertragern  mit  einem  einzelnen  hypothetischen  Gegenstrom- 
Warmeiibertrager  vergleicht. 

Der  Warmekapazitatsstrom  des  umlaufenden  Fluids  W2  wird  so  gewahlt,  dafi  die  Sum- 
me  der  logarithmischen  mittleren  Temperaturdifferenzen  der  beiden  Einzelapparate  mit 
der  logarithmischen  mittleren  Temperaturdifferenz  des  hypothetischen  Gegenstrom- 
Warmeiibertragers  iibereinstimmt.  Nur  in  diesem  Sonderfall  erreicht  die  Summe  der 
logarithmischen  mittleren  Temperaturdifferenzen  der  beiden  Einzelapparate  den  Ma- 
ximalwert,  und  W2  ist  der  gesuchte  optimale  Warmekapazitatsstrom  [11]. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  wurde  die  Losung  von  Roetzel  durch  die  Extremwertrech¬ 
nung  nach  Abschnitt  2.1  bestatigt. 

Bei  der  Angabe  der  grofitmoglichen  dimensionslosen  Temperaturanderungen  des  war- 
men  Hauptstroms  P™ax  ist  eine  Fallunterscheidung  notwendig: 
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Fur  Ru,ui  +  1  gilt 


pmax 
r\  I 


1  -  exp  {Rumi  ~  1) 


NTUuNTUui 
RumiNTUu+NTU , 


11  . 


1  —  -Ri/,i//exp  (i?i/,i//  —  1) 


NTUuKTUm 

Ru,uiNTUu+NTUui. 


(2.74) 


Fur  Ru,ui  =  1  gilt 


rymax 

r\I 


NTUuNTUui 

NTUU  +  NTUUI  +  NTUuNTUui ' 


(2.75) 


In  Abb.  2.5  ist  die  Existenz  eines  Optimums  anhand  von  Temperaturprofilen  in  zwei  ge- 
koppelten  Gegenstrom-Warmeiibertragern  veranschaulicht.  Die  Berechnungsgleichun- 
gen  fur  die  Temperaturprofile  sind  in  Anh.  A  angegeben. 

Die  Temperaturprofile  sind  fur  den  Fall  dargestellt,  daft  zwei  identische  Gegenstrom- 
Warmeiibertrager  zusammengeschaltet  sind  und  mit  gleich  grofien  Warmekapazitats- 
stromen  der  Hauptstrome  betrieben  werden. 

Die  Warmekapazitatsstrome  der  Hauptstrome,  die  NTU-Wevte  und  die  dimensionslo- 
sen  Temperaturanderungen  der  Hauptstrome  sind  fiir  beide  Apparate  gleich  grofi  und 
tragen  daher  keinen  Index. 

Auf  der  Ordinate  ist  die  dimensionslose  Temperatur 

9  =  t  T  77 

-t  1  ,ein/  -t  1  ,einll 

abgetragen  und  auf  der  Abszisse  die  Ortskoordinate  £,  die  mit  der  Lange  der  Warme- 
ubertrager  so  normiert  ist,  daft  ihr  Wert  zwischen  0  und  1  liegt. 

Der  Hauptstrom  I  tritt  bei  £  =  0  mit  der  dimensionslosen  Temperatur  6x^einI  =  1 
in  den  Warmeiibertrager  I  ein  und  kiihlt  sich  ab,  Abb.  2.5.  Im  Gegenstrom  erwarmt 
sich  das  umlaufende  Fluid,  das  bei  £  =  1  in  den  Warmeiibertrager  I  eintritt.  Der 
Hauptstrom  II  tritt  bei  £  =  0  mit  der  dimensionslosen  Temperatur  9Ueinu  -  0  in  den 
Warmeiibertrager  II  ein  und  erwarmt  sich.  Im  Gegenstrom  kiihlt  sich  das  umlaufende 
Fluid  ab. 

Im  Grenzfall  des  unendlich  grofien  Umlaufstroms  wird  eine  dimensionslose  Tempera- 
turanderung  der  Hauptstrome  von  0,5  erreicht,  Abb.  2.5  rechts.  Erst  wenn  der  Umlauf- 
strom  verkleinert  wrird,  konnen  sich  dimensionslose  Temperaturanderungen  der  Haupt¬ 
strome  einstellen,  die  grofier  als  0,5  sind.  Bei  einem  Warmekapazitatsstromverhaltnis 
W2/Wi  =  1  sind  die  Temperaturprofile  parallele  Geraden.  Hier  liegt  das  Optimum, 


5  5  & 

Optimum 

Abb.  2.5.  Veranschaulichung  der  Existenz  eines  optimalen  Umlaufstroms  fur  zwei  gekoppel- 
te  Gegenstrom-Warmeiibertrager  mit  konstanten  NTU-Werten  anhand  von  Temperaturpro- 
filen  in  den  Apparaten.  Es  sind  zwei  identische  Gegenstrom-Warmeiibertrager  zusammenge- 
schaltet,  die  mit  gleich  grofien  Warmekapazitatsstromen  der  Hauptstrome  betrieben  werden. 
Der  NTU- Wert  betragt  NTU\  =  15. 


Abb.  2.5  Mitte.  Wird  der  Umlaufstrom  weiter  verkleinert,  so  verkleinern  sich  auch 
wieder  die  dimensionslosen  Temperaturanderungen  der  Hauptstrome,  Abb.  2.5  links. 

2.3.3  Kreuzstrom  mit  quervermischten  Hauptstromen  und  rei- 
ner  Kreuzstrom 

Einsetzen  von  Gl.  2.11  und  Gl.  2.13  in  Gl.  2.3  liefert  die  Berechnungsgleichung  fiir  Pu 
in  Abhangigkeit  von  _R2,i/  fur  den  Kreuzstrom  mit  quervermischten  Hauptstromen,  und 
Einsetzen  von  Gl.  2.23  und  Gl.  2.26  in  Gl.  2.3  liefert  die  Berechnungsgleichung  fiir  den 
reinen  Kreuzstrom. 

Bei  der  Extremwertrechnung  entstehen  umfangreiche  algebraische  Ausdriicke,  die  mit 
der  Computeralgebra  bewaltigt  werden.  Diese  Ausdriicke  werden  numerisch  gelost. 
In  der  vorliegenden  Arbeit  wurde  das  Programmpaket  Maple  verwendet,  das  sowohl 
Computeralgebra  als  auch  numerische  Losungsverfahren  bereitstellt  [22], 

In  den  Beispielen  in  Abschnitt  2.4  wird  der  Fall  behandelt,  dafi  zwei  identische  Warme- 
iibertrager  zusammengeschaltet  sind  und  mit  gleich  grofien  Warmekapazitatsstromen 


-  22  - 


der  Hauptstrome  betrieben  werden.  Dann  lafit  sich  das  Optimum  auch  grafisch  ermit- 
teln. 


2.4  Beispiele 


Fiir  zwei  gekoppelte  Rippenrohrwarmeiibertrager  mit  einem  Durchgang  und  vierund- 
zwanzig  Rohrreihen,  die  bei  Kays  und  London  [12]  als  Einzelapparate  beschrieben  sind, 
wird  die  Optimierung  des  Umlaufstroms  durchgefiihrt.  In  den  Einzelapparaten  stromt 
Wasser  durch  die  Rohre,  und  Luft  stromt  die  berippten  Rohre  quer  an,  so  dafi  reiner 
Kreuzstrom  vorliegt. 


Die  mittleren  Warmeiibergangskoeffizienten  auf  der  Wasserseite  im  turbulenten  Stro- 
mungsbereich  werden  mit  der  Gnielinski-Gleichung  [1]  berechnet: 

Nu2M  =  ‘WStfesM  -  1000]Al  (2.77) 

Con  =  (1, 82  Iog10  Re2M  -  1, 64)"2,  2300  <  Re2M  <  106.  (2.78) 


Fur  den  laminaren  Stromungsbereich  ist  eine  genaue  Beriicksichtigung  der  thermi- 
schen  Randbedingungen  notwendig  [19].  Urn  die  Berechnungen  zu  vereinfachen,  wird 
angenommen,  dafi  die  Nufielt-Zahl  fiir  eine  ausgebildete  laminare  Rohrstromung  mit 
konstanter  Warmestromdichte  an  der  Rohrwand  verwendet  werden  kann.  Diese  Nufielt- 
Zahl  ist  konstant  und  hat  den  Wert  4,36. 

In  den  Beispielen  sind  zwei  identische  Apparate  zusammengeschaltet,  und  die  Warme- 
kapazitatsstrome  der  beiden  Hauptstrome  sind  gleich  grofi. 

Da  zwei  identische  Apparate  zusammengeschaltet  sind,  konnen  bei  den  Parametern, 
die  fiir  die  Optimumsuche  benotigt  werden,  die  Indizes,  die  den  Einzelapparat  kenn- 
zeichnen,  fortgelassen  werden. 

Mit  den  Daten,  die  von  Kays  und  London  fiir  den  Rippenrohrwarmeiibertrager  ange- 
geben  sind,  werden  die  Gin.  2.42,  2.45  und  2.46  ausgewertet.  Das  Ergebnis  lautet 


II 

■“-1 

II 

3? 

=  2,965 

(2.79) 

£ 

ii 

ii 

°11  0NMRe*’Pr2  =  7-01) 

Re2 

(2.80) 

#2,1/  —  RlMI  —  R2,l 

=  1,735-10 ~3Re2. 

(2.81) 
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Die  dimensionslosen  Temper  aturanderungen  der  beiden  Hauptstrome  sind  gleich  grofi: 

Pn  —  Pin  =  Pi(Re2).  (2.82) 

Damit  kann  die  Extremwertrechnung  nach  Abschnitt  2.1  durchgefiihrt  werden. 

Fur  den  hier  vorliegenden  Fall,  daB  zwei  gleiche  Apparate  mit  gleich  groBen  Haupt- 
stromen  betrieben  werden,  wird  die  Extremwertrechnung  durch  eine  grafische  Metho- 
de  veranschaulicht  und  bestatigt.  Die  Gin.  2.3  und  2.4  lauten  fur  den  vorliegenden 
Sonderfall 


2  1 

(2.83) 

_ei(iVrPi,P2!l)  P2, 1 

Pl  =  P1(NTU1,R2tl). 

(2.84) 

Die  genaue  Gestalt  der  Funktion  2.84  hangt  von  der  Stromfuhrung  ab.  1st  die  Strom- 
ftihrung  festgelegt,  so  laBt  sich  der  funktionale  Zusammenhang  2.84  als  Flache  im  drei- 
dimensionalen  Raum  darstellen.  Um  Zahlenwerte  ablesen  zu  konnen,  ist  jedoch  ein 
zweidimensionales  Hohenlinienbild  besser  geeignet.  In  Abb.  2.6  ist  ein  solches  Hohen- 
linienbild  fiir  zwei  gekoppelte  Warmeiibertrager  mit  reinem  Kreuzstrom  dargestellt. 
Auf  der  Abszisse  ist  das  Warmekapazitatsstromverhaltnis  P2, l  abgetragen  und  auf 
der  Ordinate  der  NTU-Wevt.  Ferner  sind  Linien  konstanter  dimensionsloser  Tempera¬ 
turanderung  der  Hauptstrome  Pi  =  const  als  Hohenlinien  eingezeichnet.  Es  gibt  zwei 
Arten  von  Hohenlinien.  Wenn  die  dimensionslose  Temperaturanderung  groBer  als  0,5 
ist,  besitzen  die  Hohenlinien  zwei  senkrechte  Asymptoten.  Wenn  die  dimensionslose 
Temperaturanderung  kleiner  als  0,5  ist,  besitzen  die  Hohenlinien  nur  eine  senkrechte 
Asymptote. 

Damit  sind  die  Grundlagen  fiir  die  grafische  Optimumsuche  bei  konstantem  NTU-Wevt 
bereitgestellt.  Es  wird  im  Hohenlinienbild  auf  waagerechten  Linien  mit  NTUi  =  const 
nach  dem  Schnittpunkt  mit  der  Hohenlinie  mit  dem  groBtmoglichen  Wert  von  P\  ge- 
sucht.  Als  Beispiel  wird  der  Fall  betrachtet,  dafi  ein  konstanter  NTU-Wevt  von  12  fiir 
beide  Kreustrom- Warmeiibertrager  bekannt  ist,  Abb.  2.6:  Beginnend  beim  Warmeka¬ 
pazitatsstromverhaltnis  R2, i  =  0  steigt  die  dimensionslose  Temperaturanderung  rasch 
an,  bei  P2,i  =  1,09  wird  die  Hohenlinie  mit  Pi  =  0,722  tangiert.  Hier  liegt  das  Opti¬ 
mum.  Anschliefiend  fallt  die  dimensionslose  Temperaturanderung  gegen  den  Grenzwert 

Pt (fl2>1  ->  oo)  =  1  ~  <*p(-_12)  K  0_  5  (2.85) 
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Abb.  2.6.  Hohenlinienbild  fiir  zwei  gekoppelte  Kreuzstrom-Warmeiibertrager  mit  reinem 
Kreuzstrom:  Die  durchgezogenen  Linien  mit  Zahlenbeschriftung  sind  Linien  konstanter 
dimensionsloser  Temperaturanderung  Pu  (Hohenlinien).  Fiir  die  Untersuchung  des  Falls 
NTU  =  const  ist  die  gestrichelte  Linie  NTU\  =  12  eingezeichnet.  Die  Betriebscharakteristik 
der  gekoppelten  Rippenrohrwarmeiibertrager  nach  Kays  und  London  [12]  ist  durch  ausgefiill- 
te  Kreise  gekennzeichnet.  Zusatzlich  ist  eine  fiktive  Betriebscharakteristik  fiir  den  Fall  grofier 
resultierender  NTU- Werte  eingezeichnet,  die  durch  ausgefiillte  Dreiecke  gekennzeichnet  ist. 
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ab,  der  durch  Gl.  2.72  gegeben  ist. 

Im  Fall  der  Rippenrohrwarmeiibertrager  ist  der  ./VTU-Wert  nicht  konstant.  Das  Op¬ 
timum  kann  nicht  auf  einer  waagerechten  Linie  gesucht  werden,  sondern  nur  auf  ei- 
ner  Kurve,  die  den  Zusammenhang  zwischen  NTU-Wert  und  Warmekapazitatsstrom¬ 
verhaltnis  R2, 1  richtig  wiedergibt,  Abb.  2.6.  Diese  Kurve  wird  Betriebscharakteristik 
genannt  und  besitzt  eine  Unstetigkeit  beim  laminar-turbulenten  Stromungsumschlag. 
Der  NTU-Wevt  andert  sich  erheblich  von  1,14  auf  2,58,  wenn  R2,i  von  0  bis  10  ge- 
steigert  wird.  Im  Bereich  0  <  R2< i  <  10  liegt  der  grdfite  Wert  von  Pu  am  Rand  des 
Intervalls  bei  i?2,i  —  10. 

Die  Einzelapparate  sind  von  Kays  und  London  fiir  ein  Warmekapazitatsstromverhalt- 
nis  von  R2.i  —  8, 20  ausgelegt  worden.  Dieser  Wert  ist  auch  fiir  die  Kopplung  sinnvoll, 
da  dieser  Arbeitspunkt  im  turbulenten  Bereich  mit  hohen  dimensionslosen  Tempera- 
turanderungen  Px  -  0,  468  liegt  und  Schwankungen  des  Umlaufstroms  kaum  Auswir- 
kungen  auf  die  Austrittstemperaturen  der  Hauptstrome  haben. 

Andere  Verhaltnisse  liegen  vor,  wenn  die  Einzelapparate  sehr  groBe  warmeiibertragende 
Flachen  besitzen.  Dazu  werden  die  Rippenrohrwarmeiibertrager  nach  Kays  und  Lon¬ 
don  betrachtet.  Durch  eine  gedachte  VergroBerung  ihrer  warmeiibertragenden  Flachen 
werden  die  NTU-Wevte  um  den  Faktor  5  vergrofiert.  Diese  fiktive  Betriebscharakte¬ 
ristik  ist  in  Abb.  2.6  eingetragen.  Es  liegt  ein  absolutes  Maximum  von  Pi  bei  einem 
Warmekapazitatsstromverhaltnis  von  R2y i  =  1, 13  vor. 

Da  die  Hohenlinienbilder  sehr  anschaulich  sind,  werden  sie  auch  fiir  die  anderen  drei 
Stromfiihrungen  angegeben.  Um  das  Optimum  zu  bestimmen,  sind  die  Betriebscharak- 
teristiken  NTUi  =  NTUi(W2/Wi)  aus  Abb.  2.6  in  die  Hohenlinienbilder  der  anderen 
Stromfiihrungen  eingetragen  worden.  Es  wird  angenommen,  daB  sich  die  Betriebscha- 
rakteristiken  aus  Abb.  2.6  auch  fiir  die  anderen  Stromfiihrungen  realisieren  lassen. 

Beim  Kreuzstrom  mit  quervermischtem  Umlaufstrom,  Abb.  2.7,  fallen  alle  Hohenli- 
nien  mit  wachsendem  Warmekapazitatsstromverhaltnis  streng  monoton,  wahrend  die 
Betriebscharakteristiken  mit  wachsendem  Warmekapazitatsstromverhaltnis  konstant 
bleiben  oder  ansteigen.  Der  optimale  Umlaufstrom  hat  immer  den  Wert  unendlich. 

Beim  Kreuzstrom  mit  quervermischten  Haupstromen,  Abb.  2.8,  liegt  im  Fall  kleiner 
resultierender  NTU- Werte  der  groBte  Wert  von  Pu  im  betrachteten  Intervall  0  < 
i?2j i  <  14  am  Rand  dieses  Intervalls  bei  R2t i  =  14. 
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Abb.  2.7.  Hohenlinienbild  fur  zwei  gekoppelte  Kreuzstrom-Warmeubertrager  mit  querver- 
mischtem  Umlaufstrom:  Die  durchgezogenen  Linien  mit  Zahlenbeschriftung  sind  Linien  kon- 
stanter  dimensionsloser  Temperaturanderung  Pu  (Hohenlinien).  Die  Betriebscharakteristik 
mit  kleinen  resultierenden  NTU-Werten  ist  durch  ausgefiillte  Kreise  gekennzeichnet.  Die  Be¬ 
triebscharakteristik  mit  grofien  resultierenden  iVT[/-Werten  ist  durch  ausgefiillte  Dreiecke 
gekennzeichnet. 


Abb.  2.8.  Hohenlinienbild  fur  zwei  gekoppelte  Kreuzstrom-Warmeubertrager  mit  querver- 
mischten  Hauptstromen:  Die  durchgezogenen  Linien  mit  Zahlenbeschriftung  sind  Linien  kon- 
stanter  dimensionsloser  Temperaturanderung  Pu  (Hohenlinien).  Die  Betriebscharakteristik 
mit  kleinen  resultierenden  NTU- Werten  ist  durch  ausgefiillte  Kreise  gekennzeichnet.  Die 
Betriebscharakteristik  fiir  grofie  resultierende  NTU-Werte  ist  durch  ausgefiillte  Dreiecke  ge¬ 
kennzeichnet.  Die  Hohenlinie  mit  dem  Wert  Pu  des  Optimums  ist  punktiert  eingezeichnet. 
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Abb.  2.9.  Hohenlinienbild  fiir  zwei  gekoppelte  Gegenstrom-Warmeiibertrager:  Die  durch- 
gezogenen  Linien  mit  Zahlenbeschriftung  sind  Linien  konstanter  dimensionsloser  Tempera- 
turanderung  P\j  (Hohenlinien).  Die  Betriebscharakteristik  mit  kleinen  resultierenden  NTU- 
Werten  ist  durch  ausgefiillte  Kreise  gekennzeichnet.  Die  Betriebscharakteristik  mit  grofien 
resultierenden  ATU-Werten  ist  durch  ausgefiillte  Dreiecke  gekennzeichnet. 

Fiir  grofie  resultierende  7VT£7-Werte  liegt  ein  absolutes  Maximum  vor.  Die  Lage  dieses 
Maximums  ist  besonders  interessant,  da  es  genau  an  dem  Punkt  liegt,  an  dem  der 
laminar-turbulente  Stromungsumschlag  erfolgt: 

R%  =  3,99  (2.86) 

P™ax  =  0,555.  (2.87) 

Der  Wechsel  von  der  laminaren  zur  turbulenten  Stromung  findet  in  Wirklichkeit  nicht 
an  einem  Punkt  statt,  sondern  erstreckt  sich  iiber  einen  Bereich.  Die  Vorhersage  der 
tatsachlichen  Stromungsform  am  berechneten  Optimum  ist  daher  unsicher. 

In  Abb.  2.9  ist  das  Hohenlinienbild  mit  den  Betriebscharakteristiken  fiir  zwei  gekoppel¬ 
te  Gegenstrom-Warmeiibertrager  dargestellt.  Die  Verhaltnisse  sind  ahnlich  wie  beim 
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Abb.  2.10.  Temperaturprofile  fiir  zwei  gekoppelte  Gegenstrom-Warmeiibertrager,  fur  die 
die  Grofie  des  Umlaufstroms  optimiert  ist.  Bei  der  Optimierung  mufite  beriicksichtigt  wer- 
den,  dafi  der  NTU- Wert  von  der  Grofie  des  Warmekapazitatsstroms  des  umlaufenden  Fluids 
abhangt.  Es  gilt  die  Betriebscharakteristik  in  Abb.  2.9,  die  durch  ausgefiillte  Kreise  gekenn- 
zeichnet  ist.  Im  Optimum  gilt:  =  10, 2,  NTU\  =  2,585  und  p™ax  =  0,477. 


reinen  Kreuzstrom.  Allerdings  gibt  es  hier  fur  die  Kurve  mit  kleinen  resultierenden 
NTU-Werten  ein  schwach  ausgepragtes  absolutes  Maximum  von  Pi  innerhalb  des  In¬ 
tervals  0  <  #2,1  <  14)  und  zwar  bei  =  10, 2  mit  P™ax  =  0, 477.  In  Abb.  2.10  sind 
die  Temperaturprofile  der  Fluidstrome  fiir  das  Optimum  dargestellt. 

Fiir  grofie  resultierende  NTU-Weite  betragt  das  optimale  Warmekapazitatsstrom- 
verhaltnis  P^i  exakt  1,  Abb.  2.9.  Die  dimensionslose  Temperaturanderung  betragt 
pmax  _  0,740.  Die  Temperaturprofile  der  Fluidstrome  in  den  beiden  Warmeiibertra- 
gern  sehen  qualitativ  so  aus  wie  in  Abb.  2.5  Mitte.  Die  spitze  Form  der  Hohenlinie  im 
Minimum,  Abb.  2.9,  bedeutet,  dafi  der  optimale  Wert  von  W2/W\  nahezu  unabhangig 
ist  von  der  Betriebscharakteristik.  Es  gilt  dann  der  optimale  Umlaufstrom  fiir  konstante 
NTU- Werte  nach  Roetzel  [11]. 
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3  Vorgehensweise  bei  der  Untersuchung  des  insta- 
tionaren  Verhaltens 


Fur  die  Untersuchung  des  instationaren  Verhaltens  werden  drei  Systeme  ausgewahlt, 
die  sich  durch  die  Stromfiihrung  in  den  Warmeiibertragern  unterscheiden.  Es  handelt 
sich  um  zwei  Schaltungen  mit  Kreuzstrom-Warmeiibertragern  und  eine  Schaltung  mit 
Gegenstrom-Warmeiibertragern,  Abb.  3.1. 

Das  erste  System  besteht  aus  zwei  zusammengeschalteten  Kreuzstrom-Warmeiiber- 
tragern.  Die  Hauptstrome  sind  unvermischt.  Der  Umlaufstrom  ist  quervermischt.  Das 
zweite  System  besteht  ebenfalls  aus  zwei  zusammengeschalteten  Kreuzstrom-Warme- 
iibertragern.  Die  Hauptstrome  sind  quervermischt.  Der  Umlaufstrom  ist  innerhalb  der 
Warmevibertrager  unvermischt  und  in  den  Verbindungsleitungen  quervermischt.  Das 
dritte  System  besteht  aus  zwei  zusammengeschalteten  Gegenstrom-Warmeiibertra- 
gern. 

Jedes  System  besitzt  flinf  EingangsgroBen,  die  sowohl  einzeln  als  auch  kombiniert  auf- 
treten  konnen,  und  zwei  AusgangsgroBen,  Abb.  3.2.  Bei  den  EingangsgroBen  ist  zu  un¬ 
terscheiden,  ob  sie  vorgegeben  werden,  um  die  AusgangsgroBen  gezielt  zu  beeinflussen, 
oder  ob  sie  unerwartet  aufgrund  auBerer,  nicht  genau  bekannter  Einfliisse  auftreten. 
Im  ersten  Fall  spricht  man  von  StellgroBen,  im  zweiten  von  Storgrofien  [23]. 

Der  Anfangszustand  des  Systems  kann  willkiirlich  vorgegeben  werden.  Hier  wird  der 
Fall  behandelt,  dafi  der  Anfangszustand  ein  stationarer  Betriebszustand  ist.  Fur  ihn 
wird  festgelegt,  daB  der  Hauptstrom  I  indirekt  Warme  an  den  Hauptstrom  II  abgibt. 

Um  den  zeitlichen  Verlauf  der  AusgangsgroBen  in  Abhangigkeit  von  den  Eingangs- 
grofien  zu  bestimmen,  ist  eine  geeignete  mathematische  Beschreibung  des  Systems  not- 
wendig.  Dabei  spielt  die  Bilanzgleichung  fur  die  ErhaltungsgroBe  Energie  eine  wichtige 
Rolle.  Die  resultierenden  partiellen  Dilferentialgleichungen  werden  mit  der  Laplace- 
Transformation  und  dem  Finite-Differenzen-Verfahren  gelost,  so  daB  die  Temperatur- 
felder  im  gesamten  System  zu  jedem  Zeitpunkt  berechenbar  sind.  Anhand  von  Beispie- 
len  wird  das  dynamische  Verhalten  des  Systems  diskutiert. 


Austrittstemperatur  =  ? 


Austrittstemperatur  =  ? 


mm 


m  m 


Abb.  3.1.  Systeme,  fur  die  das  instationare  Verhalten  untersucht  wird.  Oben:  System 
aus  zwei  gekoppelten  Kreuzstrom-Warmeiibertragern.  Unten:  System  aus  zwei  gekoppelten 
Gegenstrom-Warmeubertragern.  Die  Ziffern  bezeichnen  die  fiinf  Eingangsgrofien  des  Systems 
und  sind  in  Abb.  3.2  erklart.  Die  beiden  AusgangsgroCen  sind  mit  Fragezeichen  versehen.  Das 
Ziel  ist,  ihren  zeitlichen  Verlauf  zu  berechnen. 
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Abb.  3.2.  Ein-  und  Ausgangsgrofien  eines  Systems,  das  aus  zwei  gekoppelten  Warmeiiber- 
tragern  mit  umlaufendem  Fluidstrom  besteht. 


4  Grundgleichungen 


4.1  Gleichungen  fur  die  Temperaturfelder  der  stromenden  Flui- 
de 

Um  die  Temperaturfelder  der  stromenden  Fluide  zu  berechnen,  miissen  die  Bilanz- 
gleichungen  fur  die  ErhaltungsgroBen  Masse,  Impuls  und  Energie  zusammen  mit  den 
Materialgleichungen  gelost  werden  [24].  Zu  den  Materialgleichungen  gehoren  die  ther- 
mische  und  die  kalorische  Zustandsgleichung,  ein  Gesetz  fur  den  Spannungszustand  im 
Fluid  -  z.B.  das  Navier-Stokes  Gesetz  fur  die  Spannung  -,  ein  Gesetz  fur  die  Warme- 
leitung  -  z.B.  das  Fouriersche  Warmeleitungsgesetz  -  und  Zustandsgleichungen  fur  die 
Viskositaten  und  Warmeleitfahigkeiten. 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  das  Temperaturfeld  nicht  fur  sich  allein  berechnet  werden. 
Es  sind  gleichzeitig  das  Dichtefeld,  das  Geschwindigkeitsfeld  und  das  Temperaturfeld  zu 
berechnen.  Wenn  alle  Fluide,  die  am  Prozefi  beteiligt  sind,  als  inkompressibel  angenom- 
men  werden,  entfallt  die  Berechnung  des  Dichtefeldes.  Wird  zusatzlich  angenommen, 
daB  die  Viskositaten  der  Fluide  konstant  sind,  ist  die  Berechnung  des  Geschwindig- 
keitsfeldes  unabhangig  von  der  Berechnung  des  Temperaturfeldes  [25].  Die  Tempera¬ 
turfelder  der  stromenden  Fluide  bei  bekannten  Geschwindigkeitsfeldern  werden  mit  der 
Energiegleichung  4.1  berechnet  [26]: 

QCp  +  dfvr)  =  -  V  •  J  -  V  •  furb)  +  (4.1) 

Bei  den  GroBen,  die  in  Gleichung  4.1  auftreten,  sind  die  kleinen  unregelmaBigen  turbu- 
lenten  Schwankungen  herausgemittelt  worden.  Die  langsamen  Anderungen  der  Grofien, 
die  durch  die  Randbedingungen  des  Prozesses  aufgepragt  werden,  bleiben  jedoch  erhal- 
ten.  In  der  vorliegenden  Arbeit  werden  im  Mittel  instationare  Prozesse  [27]  untersucht. 

Es  wird  angenommen,  daB  die  spezifischen  Warmekapazitaten  der  inkompressiblen 
Fluide  (cp  =  cv  —  c)  konstant  sind  und  daB  der  Dissipationsterm  $  vernachlassig- 
bar  ist.  Fur  den  Vektor  der  Warmestromdichte  q  wird  der  Fouriersche  Ansatz  fur  ein 
isotropes  Medium  mit  konstanter  Warmeleitfahigkeit  A  verwendet: 


34 


Fiir  den  turbulenten  Energiestromdichtevektor  q*iu  ^  wird  der  empirische  Ansatz  der 
turbulenten  Warmeleitfahigkeit  \(~tuTb'>  verwendet  [26]: 

q itUTb)  =  -A(turh)VT.  (4.3) 

Die  turbulente  Warmeleitfahigkeit  ist  kein  Stoffwert  des  Fluids,  sondern  eine  Funkti- 
on  der  turbulenten  Schwankungsbewegungen  der  Stromung.  An  den  Wanden,  die  das 
stromende  Fluid  begrenzen,  kommen  die  turbulenten  Schwankungsbewegungen  zum 
Erliegen.  Hier  muB  auch  die  turbulente  Warmeleitfahigkeit  verschwinden  [26]. 

Mit  dem  Fourierschen  Warmeleitungsgesetz  und  dem  Ansatz  der  turbulenten  Warme¬ 
leitfahigkeit  lautet  die  Energiegleichung 

QCp  +  uJVt)  =  AA T  +  V  •  (A (tur6) VT)  .  (4.4) 


Fiir  das  Geschwindigkeitsfeld  wird  angenommen,  dafi  jedes  Fluid  durch  einen  Kanal 
mit  konstantem  Querschnitt  stromt.  Das  Geschwindigkeitsprofil  ist  zu  jedem  Zeitpunkt 
kolbenformig. 

Im  folgenden  wird  die  Energiegleichung  4.4  fiir  die  Fluidstrome  in  den  Warmeiibertra- 
gern  und  Verbindungsleitungen  ausgewertet.  Dabei  werden  die  adiabate  Mischtempe- 
ratur  und  der  lokale  Warmeiibergangskoeffizient  eingefiihrt.  Da  die  adiabate  Mischtem- 
peratur  ein  Mittelwert  ist,  reduziert  sich  die  Anzahl  der  unabhangigen  Veranderlichen 
in  den  Energiegleichungen. 

Begonnen  wird  mit  dem  Kreuzstrom.  Die  Fluidstrome  konnen  hier  unvermischt  oder 
quervermischt  sein. 


4.1.1  Kreuzstrom 

Die  Geometrie,  das  Koordinatensystem  und  die  Bezeichnungen  fiir  einen  einfachen 
Platten-Kreuzstromwarmeiibertrager  sind  in  Abb.  4.1  dargestellt.  Bis  auf  die  warme- 
iibertragende  Wand  sind  alle  Begrenzungen  der  Stromung  adiabat.  Das  System  wird 
in  kartesischen  Koordinaten  beschrieben,  Abb.  4.1. 
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Abb.  4.1.  Schematische  Darstellung  eines  einfachen  Platten-Kreuzstromwarmeiibertragers. 
Die  Stromungsrichtungen  der  Fluide  sind  senkrecht  zueinander. 
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4. 1.1.1  Unvermischte  Stromung 


Zunachst  wird  der  Fall  der  unvermischten  Stromung  anhand  der  Energiegleichung  fur 
den  Fluidstrom  1  dargestellt.  Dazu  werden  die  Operatoren  der  Energiegleichung  4.4 
fiir  den  Fluidstrom  1  in  kartesischen  Koordinaten  ausgedriickt: 


(8TX  8TX 
Q'c*\^+W'^ 


.  o-T,  ,  a2r,  ,  a2T, 

ox 1  oyl  ozl 

d  j~  ^  (turb)  8T\  1  t  8  [  (turfc)^]  8  \  {turb)8T 1 
dx  r  dx  +  By  Al  dy  +  dz  A‘ 


Eine  unvermischte  Stromung  liegt  beispielsweise  vor,  wenn  der  Stromungkanal  durch 
Langsrippen  in  viele  kleine  Kanale  aufgeteilt  ist,  die  praktisch  nicht  mehr  miteinander 
in  Wechselwirkung  treten.  Fur  den  Fluidstrom  1  werden  deshalb  die  Transportterme 
der  Energiegleichung  in  y-Richtung  fortgelassen: 


-  x  ^  +  x  a2T' + 

-  Ala?  +  Ala^  + 

8  \  ,(turb)  dTl\  8  f  .  (turb)  8T\ 


yiuroj  ~  -  i 

1  dx  dz  1 


Anschliefiend  wird  der  lokale  Warmeiibergangskoeffizient  a  eingefiihrt.  Er  ist  durch 
Gl.  4.7  definiert  [18]: 

Qw  —  ct{Tm  —  Tw )■  (4.7) 

Mit  qw  wird  die  lokale  Warmestromdichte  bezeichnet,  die  an  der  warmeiibertragenden 
Wand  auftritt.  Ist  sie  positiv,  so  fliefit  Warme  vom  Fluid  in  die  Wand,  ist  sie  negativ, 
so  fliefit  Warme  von  der  Wand  in  das  Fluid.  Mit  Tm  wird  die  adiabate  Mischtemperatur 
bezeichnet.  Fiir  den  lokalen  Warmeiibergangskoeffizienten  gilt  die  Warmeiibergangs- 
bedingung  4.8  [21]: 

a(Tm  -  Tw)  =  -|^jA  (VT)W  .  (4.8) 

Der  Vektor  /  ist  der  nach  aufien  gerichtete  Normalenvektor  auf  der  Oberflache  eines 
an  eine  Kanalwand  grenzenden  Fluidelements. 

Die  adiabate  Mischtemperatur  fiir  den  Fluidstrom  1  wird  nach  Gl.  4.9  gebildet: 

rp  ^  JZwftdz  w\  f*a  Tidz  1  fZa 

Tmi  [x,y,t)  =  -jj- — —  = - i— —  =  —  /  Tidz.  4.9) 

/21  w\dz  wi  La  dz  Zi  JZ1 
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Um  die  adiabate  Mischtemperatur  einzufiihren,  wird  die  Energiegleichung  4.6  entlang 
der  z-Koordinate  von  2  =  zx  bis  z  =  za  integriert.  Dabei  wird  die  Reihenfolge  von  Inte¬ 
gration  und  Differentiation  nach  der  Leibnizschen  Regel  [27]  vertauscht.  Das  Ergebnis 


lautet 


a/*Tidz  ,  dftndz}  x  dt/z^dz 
—ar-+w'—dT-  =  Al  dx2 


r  —  f; 

Jzi  dx 


■  dTlZ  a 

+  Al“— —  + 

dz  _ 


( turb )  9T\ 


(4.10) 


bzw.  mit  Gl.  4.9 


dTm  x  dTm  1 


1  fZa  d  [  [turb)dTi 


dx 2  Zi 


dz  +  A)' 


X  .  KS -L.  ! 

+  -7T  + 


(4.11) 


l  r  ±  A(i 

7j\  Jzi  dx  1 


1  »  (turb)  dT\ 

Y  1 


Die  turbulente  Warmeleitfahigkeit  verschwindet  an  den  Kanalbegrenzungen.  Insbeson- 
dere  gilt 


X^urb\x,y,z  -  Zl,t)  =  0, 

A  iurb\x,y,z  =  za,t)  =  0. 

Damit  entfallt  der  vierte  Summand  auf  der  rechten  Seite  von  Gl.  4.11. 


(4.12) 

(4.13) 


Der  Term  A.  [AfJ-]”*  auf  der  rechten  Seite  von  Gl.  4.11  wird  an  der  unteren  Integra- 
tionsgrenze  (z  —  Zi)  durch  die  Warmeiibergangsbedingung  4.8  ausgedriickt.  Sie  lautet 


fiir  den  Fluidstrom  1 


ai(x,y,t)(Tml  -  Tw)  = 


0  Ai 


dTj  I 
dx  >z—z\ 

dll  I 
dy  lz—zi 

8Ti  | 
dz  <z=z\ 


(4.14) 


An  der  oberen  Integrationsgrenze  mit  z  —  za  liegt  eine  adiabate  Kanalwand.  Der 
Temperaturgradient  in  z-Richtung  und  damit  der  gesamte  Ausdruck  ^i^L|z=a  wird 
hier  null. 

Das  Ergebnis  ist  die  partielle  Differentialgleichung  4.15,  welche  das  zweidimensionale 
Feld  der  adiabaten  Mischtemperatur  des  Fluidstroms  1  beschreibt: 

(dTml  ,  dTml\  x  d2Tmi  ,  ai/a,  ^  , 

6icpi  -»r- 


=  A‘^r+t(T--T-)  + 


1  [Za  d 


\  (turb)  dTx 

a!  fc  dz' 


(4.15) 


-  38  - 


Die  Grofienordnung  der  einzelnen  Terme  von  Gl.  4.15  vvird  nach  Martin  [10]  abgeschatzt. 
Der  erste  Summand  auf  der  rechten  Seite  beschreibt  die  Langsleitung.  Er  kann  fortge- 
iassen  werden,  wenn  folgende  Bedingung  erfiillt  ist: 


Qi (x,y,f)4Z!  / Wi(t)4Zi  QiUiCpy 

*  l  A, 


(4.16) 


Der  dritte  Summand  auf  der  rechten  Seite  von  Gl.  4.15  beschreibt  den  Energietrans- 
port  aufgrund  turbulenter  Schwankungsbewegungen  in  Stromungsrichtung.  Er  kann 
fortgelassen  werden,  wenn  folgende  Bedingung  erfiillt  ist: 


Qi(x, y,t)AZi  fwx(t)4Z W  e\V\Gp\  e\V\CPi 

Ai  V  f'l  J  Ax  A(/urf>)  ' 


(4.17) 


Wenn  die  Bedingungen  4.16  und  4.17  erfiillt  sind,  lautet  die  Energiegleichung  fiir  den 
unvermischten  Fluidstrom  1 


dTm  i  dTm\ 

-dT  +  w'-hT 


-{Tw  -  Tml). 


(4.18) 


Wenn  die  Bedingungen  4.16  und  4.17  nicht  erfiillt  sind,  kann  das  Dispersionsmodell 
nach  Roetzel  [3]  angewendet  werden.  Dieses  Modell  beriicksichtigt  einen  Energietrans- 
port  in  Stromungsrichtung  aufgrund  von  Warmeleitung,  turbulenten  Schwankungsbe¬ 
wegungen  und  Abweichungen  des  Geschwindigkeitsprofils  der  Stromung  von  der  ange- 
nommenen  Kolbenform. 

Nach  der  ausfuhrlichen  Darstellung  der  Herleitung  fiir  den  Fluidstrom  1  werden  fiir 
den  Fluidstrom  2  nur  die  wichtigsten  Zwischenschritte  angegeben.  Die  Geometrie  des 
Stromungskanals  ist  in  Abb.  4.1  dargestellt.  Die  allgemeine  Energiegleichung  ohne  Ver- 
einfachungen  lautet 


(dT2  dT2 
ftcp2l-5r+W2  — 


,  a2Ti  ,  ,  s2t2  ,  ,  s2t2  , 
A2a?  +  A2a^  +  A2a?  + 


(4.19) 


AD 

dx  2 


(turb)dT' 2  9  (| 

2  &T  +a~v  Aj 


(■ turb)dT2 1  d 


,  ( turb )  9T2 


Die  adiabate  Mischtemperatur  Tm2  wird  nach  Gl.  4.20  berechnet: 


Tm2{x,y,t)  = 


Jo 2  w2T2dz  w2f%T2dz  1  r*2 


V  '  fo2^dz  w2f^dz 
Die  Warmeiibergangsbedingung  4.8  hat  die  Gestalt 

/  °  \ 

&2{x,  y,  t)(Tm2  -  Tw)  =  —  0  A2 


(4.20) 


37*  I 

dx  iZ  —  Z2 
dT->  | 
dy  12=22 

dT->  I 
dz  12=22 


(4.21) 


-39- 


Die  Bedingungen  fiir  die  Vernachlassigung  von  Langsleitung  lautet 

2 

a2{x,y,t)AZ2  ^  ^ w2{t)AZ2  g2^Cp2\ 

A2  / 


(4.22) 


A2  V  ^2 

Die  Bedingung  fiir  die  Vernachlassigung  von  Energietransport  aufgrund  turbulenter 
Schwankungsbewegungen  in  Stromungsrichtung  lautet 


a2(x,y,t)4:Z2  ^  ( w2(t)4Z2\2  q2v2cv2  q2v2cv2 

<<: 1  ^  )  a2  A(*-» 


(4,23) 


Die  Energiegleichung  fiir  die  Berechnung  der  zweidimensionalen  Felder  der  adiabaten 
Mischtemperatur  lautet 


(dTm2  ,  dTm2\ 

^  \~dT  +  W2~df ) 


=  ^  (TV  -  Tm2) . 
"2 


(4.24) 


Tabelle  4.1.  Typische  Stoffwerte  fiir  die  Fluide  im  gekoppelten  System  [7]  [1]. 


Einheit 

Natrium 

Wasser 

Luft 

T 

0  C 

98 

20 

100 

P 

bar 

1 

1 

1 

Pr 

- 

0,0111 

7,001 

0,7070 

Um  die  Bedingungen  fiir  die  Vernachlassigung  der  Langsleitung  4.16  bzw.  4.22  auszu- 
werten,  werden  die  Prandtlzahlen  Pr\  =  QiViCpi/\i  und  Pr2  —  g2v2Cp2/\2  benotigt. 
Wie  Tab.  4.1  zeigt,  ist  die  Prandtl-Zahl  bei  fliissigen  Metallen  klein  im  Vergleich  zu  der 
Prandtl-Zahl  der  anderen  Fluide.  Bei  Prozessen  mit  den  Fluiden  Luft  und  Wasser  sind 
die  Bedingungen  4.16  bzw.  4.22  in  der  Regel  erfiillt  [10].  Bei  Prozessen  mit  fliissigen 
Metallen  sind  sie  in  jedem  Fall  zu  iiberpriifen. 

4. 1.1. 2  Quervermischte  Stromung 

Wenn  ein  Gas  ein  unberipptes  Rohrbiindel  quer  iiberstromt,  wird  der  Gasstrom  mit 
dem  Modell  der  Quervermischung  behandelt.  Als  Folge  der  zahlreichen  Wirbelablosun- 
gen  hinter  den  Rohren  ist  die  Stromung  in  jedem  Stromungsquerschnitt  vollstandig 
vermischt,  so  dafi  die  Fluidtemperatur  nur  noch  von  der  Koordinate  in  Stromungsrich¬ 
tung  abhangig  ist  [28].  Dies  ist  eine  vereinfachende  Annahme,  die  mit  guter  Naherung 
bei  kurzen  Rohren  zutrifft. 
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Hier  ist  anzumerken,  dafi  turbulente  Durchmischung  immer  erst  in  einiger  Entfernung 
von  den  Kanalwanden  moglich  ist  [18].  Eine  vollkommene  Durchmischung  und  damit 
eine  einheitliche  Temperatur  iiber  den  gesamten  Stromungsquerschnitt  ist  in  der  Rea- 
litat  nicht  moglich. 

Fur  eine  Berechnung  mit  den  Modellgleichungen  des  einfachen  Platten-Kreuzstromwar- 
meiibertragers  miissen  die  Rohre  moglichst  eng  nebeneinander  liegen,  damit  die  Kon- 
tinuitat  der  warmeiibertragenden  Flache,  die  im  Modell  vorliegt,  auf  den  Realfall  an- 
gewendet  werden  kann  [28]. 

Die  Herleitung  der  Energiegleichung  far  die  adiabate  Mischtemperatur  wird  zunachst 
fiir  den  Fluidstrom  1,  Gl.  4.5,  dargestellt:  Im  turbulenten  Kern  treten  aufgrund  der 
Durchmischung  keine  Temperaturgradienten  in  einem  Stromungsquerschnitt  auf.  Nach 
dem  Fourierschen  Gesetz  treten  auch  keine  Gradienten  in  y-Richtung  an  den  adiabaten 
Kanalbegrenzungen  bei  y  =  0  und  y  =  Y  und  in  z-Richtung  an  der  adiabaten  Kanal- 
begrenzung  bei  z  =  za  auf.  Bis  in  unmittelbarer  Nahe  zur  warmeiibertragenden  Wand 
ist  die  Temperatur  im  Stromungsquerschnitt  einheitlich.  In  der  Nahe  der  warmetiber- 
tragenden  Wand  kommt  die  turbulente  Durchmischung  zum  Erliegen.  Es  bilden  sich 
Temperaturgradienten  sowohl  in  y  als  auch  in  z-Richtung  aus.  Dieser  Bereich  wird 
laminare  Unterschicht  genannt  [27].  Ihre  Dicke  wird  mit  Sz  bezeichnet. 

Die  Energiegleichung  4.5  wird  entlang  der  z-Koordinate  von  z  =  Zi  bis  z  =  zQ  in- 
tegriert,  die  adiabate  Mischtemperatur  nach  Gl.  4.9  eingefiihrt  und  die  Warmeiiber- 
gangsbedingung  Gl.  4.14  eingesetzt.  Die  Energiegleichung  lautet  dann 


Es  wird  vorausgesetzt,  daB  die  Bedingungen  fiir  die  Vernachlassigung  von  Langs- 
leitung  4.16  und  Energietransport  aufgrund  turbulenter  Schwankungsbewegungen  in 
Stromungsrichtung  4.17  erfullt  sind.  Die  Warmeleitung  in  y-Richtung  kann  dann  eben- 
falls  gegeniiber  der  Warmeiibertragung  iiber  die  Kanalwand  vernachlassigt  werden. 
Damit  lautet  die  Energiegleichung 
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Gleichung  4.26  stimmt  mit  der  Energiegleichung  fur  die  unvermischte  Stromung  4.18 
iiberein.  Verantwortlich  dafiir  ist  die  Stromung  in  unmittelbarer  Nahe  zur  warmeiiber- 
tragenden  Wand.  In  ihr  liegen  unvermischte  Verhaltnisse  vor. 

Die  Voraussetzung,  daB  im  Stromungskern  in  jedem  Querschnitt  eine  einheitliche  Tem- 
peratur  herrscht,  hat  kaum  Vereinfachungen  gebracht.  Urn  die  Energiegleichung  nen- 
nenswert  zu  vereinfachen,  wird  die  adiabate  Mischtemperatur,  Gl.  4.9,  folgendermaBen 
dargestellt: 

Tmi(x,y,t)  =  [  1+  *  T1(x,y,z,t)dz+~  f  Tx{x,t)dz.  (4.27) 

Zj\  J  Z\  Zj  1  j  Z\+0z 

K,  0 

Der  Integrationsbereich  ist  in  zwei  Bereiche  aufgeteilt  worden.  Der  erste  Bereich  ist  die 
unmittelbare  Nahe  zur  warmeiibertragenden  Wand  und  hat  die  sehr  kleine  Abmessung 
Sg  in  z-Richtung.  Hier  sind  die  turbulenten  Schwankungsbewegungen  praktisch  zum 
Erliegen  gekommen.  Der  zweite  Bereich  umfaht  den  Rest  des  Stromungsquerschnitts. 
Hier  herrscht  eine  einheitliche  Temperatur. 

Der  erste  Summand  auf  der  rechten  Seite  von  Gl.  4.27  wird  vernachlassigt,  da  der 
Integrationsbereich  sehr  klein  ist,  so  dafi  die  adiabate  Mischtemperatur  nur  von  zwei 
Verander lichen  abhangt: 

Tml=Tml(x,t).  (4.28) 

Wie  in  Abschnitt  4.4  dargestellt  wird,  muB  fur  den  Warmeubergangskoeffizienten  auf- 
grund  der  Datenlage  angenommen  werden,  daB  er  eine  reine  Zeitfunktion  ist: 

a  =  a(t).  (4.29) 


Die  Gin.  4.28  und  4.29,  in  Gl.  4.26  eingesetzt,  fiihren  zu  einem  mathematischen  Wi- 
derspruch,  da  dann  drei  Summanden  von  zwei  Variablen  abhangen,  ein  Summand  aber 
von  drei  Variablen. 


Um  dennoch  die  Energiegleichung  verwenden  zu  konnen,  wird  Gl.  4.26  von  y  =  0  bis 
y  -  Y  integriert.  Dabei  wird  der  Warmeiibergangskoeffizient  als  reine  Zeitfunktion 
behandelt.  Das  Ergebnis  lautet: 


(4.30) 
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Wenn  in  Gl.  4.30  die  Naherung 


Tm\ {x,  y ,  t)  ^  Tm  1  (x,  t)  =  ~  [  Ti  (x,  t)d 

Zl  yZj+5; 


(4.31) 


eingesetzt  wird,  ergibt  sich  die  mathematisch  widerspruchsfreie  Energiegleichung  4.32 
fiir  den  quervermischten  Fluidstrom  1: 

fdTml{xA)  ^dTml(x,t)\  Oi\(t)  ( /0V  Tw(x,y,t)dy  \ 

s'c \~~dT~  +  w,{t)  ax  }  =  "zT  [ - y - ' 

(4.32) 

Wenn  der  Fluidstrom  2  als  quervermischt  betrachtet  wird,  lautet  die  Energiegleichung 
(dTm7{y:t)  dTm2{y,t)\  a2{t)  ( J0X  Tw{x,y,t) dx  \ 

8t  +W2{t)  dy  )=^r{ - X - 

(4.33) 

Im  Rahmen  dieser  Arbeit  wird  der  einseitig  quervermischte  Kreuzstrom  behandelt, 
d.h.  ein  Fluidstrom  ist  quervermischt,  der  andere  unvermischt.  Sind  beide  Fluidstrome 
unvermischt,  spricht  man  vom  reinen  Kreuzstrom.  Sind  beide  vermischt,  spricht  man 
vom  beidseitig  quervermischten  Kreuzstrom.  Reiner  Kreuzstrom  und  beidseitig  quer- 
vermischter  Kreuzstrom  werden  hier  nicht  behandelt. 

\\'ie  festgelegt,  soli  im  zusammengeschalteten  System  der  Hauptstrom  den  Index  1  und 
der  Umlaufstrom  den  Index  2  tragen.  Daher  gilt: 

•  Fiir  den  Fall,  dafi  die  Hauptstrome  unvermischt  sind  und  der  Umlaufstrom  quer¬ 
vermischt  ist,  sind  die  Gin.  4.18  und  4.33  zu  verwenden. 

•  Fiir  den  Fall,  dafi  die  Hauptstrome  quervermischt  sind  und  der  Umlaufstrom 
unvermischt  ist,  sind  die  Gin.  4.32  und  4.24  zu  verwenden. 


4.1.2  Gegenstrom 


Beim  Gegenstrom  sind  die  Hauptstromungsrichtungen  der  beiden  Fluide  entgegenge- 
setzt  parallel,  Abb.  4.2.  Die  Temperaturfelder  sind  unabhangig  von  der  jz-Koordinate. 
Fiir  den  Fluidstrom  1  lautet  die  zweidimensionale  Energiegleichung  fiir  einen  beliebigen 
Punkt  im  Stromungsfeld 


(dTx  ar, 
e'c"'  (it  + 


.  O-T,  ff2T, 

A,a^  +  ~w  + 


(4.34) 


9  .  (turb)  9T\  d_  ( turb )  9T\ 

dx  1  dx  dz  1  dz 
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warmeubertragende  Stromungskanale  der 

Wand  Breite  Y 


Abb.  4.2.  Schematisierte  Darstellung  eines  Gegenstrom-Warmeiibertragers.  Die 
Stromungsrichtungen  der  Fluide  sind  parallel. 
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Das  Fluid  2  stromt  entgegengesetzt  zur  x-Koordinate  und  besitzt  die  Energiegleichung 


>  82T2  ,  ,  d2T2 

~  X7~dY  +  M~dY 


(4.35) 


,(tur6)^2]  8  (fur6)  <9T2 

aTj  +  &  aT ' 


Die  Energiegleichungen  werden  integriert  und  adiabate  Mischtemperaturen  eingefiihrt. 
Da  die  Methoden  aus  dem  vorigen  Abschnitt  zum  Einsatz  kommen,  werden  nur  die 
wichtigsten  Zwischenschritte  angegeben. 


Die  adiabaten  Mischtemperaturen  werden  nach  den  Gin.  4.36  und  4.37  gebildet: 
m  .x  _  ftwiTidz  _  wi  //;  rxdz  1  , 


T  (-r  —  JZl  —  —  —  Jz l  1  — 

j  /;>idz  ^/;;dz 


1  rz° 

=  yL  T'dz 


Tm2(x,  t)  =  r-  =  =  ■f  /  r2dz. 

Jo  w2dz  iu2  /0  dz  Z2  Jo 

Die  Warmeiibergangsbedingungen  fur  die  beiden  Fluidstrome  lauten 

Oii(x,t)(Tmi  —  Tw)  =  Ai i 


jQ2w2T2dz  w2  Jq2  T2dz  1  r*2 


yF 


(4.36) 


(4.37) 


(4.38) 


a2(x,t)(Tm2  -  Tm 


(4.39) 


Die  Bedingungen  fiir  die  Vernachlassigung  von  Langsleitung  und  Energietransport  auf- 
grund  turbulenter  Schwankungsbewegungen  in  Stromungsrichtung  lauten 


gl(x,t)4Zi  ^  / wl(t)4Zl  eiViCpi 


gl(x,t)4Zl  f wi{t)4ZA  Qit/iCpj  Qi^cpl 

Ai  v  y  Aj  x[turb) 

<y2(x,t)4Z2  ^  ( w2(t)4Z2  g2v2cp2\2 


g2{x,t)4Z2  f  w2(t)4Z2\  q2v2cv2  q2u2cp2 

a2  v  ^ 2  y  a2  x{0turb) ' 


(4.40) 


(4.41) 


(4.42) 


(4.43) 


Die  Energiegleichungen  fiir  die  adiabaten  Mischtemperaturen  der  Fluidstrome  1  und  2 
sind  eindimensional.  Es  gelten  die  Gin.  4.44  bzw.  4.45: 


~dT  +  w'-fc 


dTm  i  \  ai 


(Tw  —  Tm\) 


dTm2\  g2 


—  TT  (Tw  ~  Tm2 ) . 
z2 


(4.44) 


(4.45) 
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Abb.  4.3.  Verbindungsleitung. 


4.1.3  Verbindungsleitung 


Die  Verbindungsleitungen  sind  in  der  Regel  Kreisrohre,  Abb.  4.3.  Das  Temperaturfeld 
wird  in  Zylinderkoordinaten  beschrieben.  Es  wird  angenommen,  dafi  die  Temperatur- 
felder  des  Fluids  und  der  Rohrwand  rotationssymmetrisch  sind.  Die  Energiegleichung 
4.4  fur  einen  beliebigen  Punkt  im  Stromungsfeld  lautet 


9T2  dT2 

—  +  w2-^~ 

dt  dz 


,  [1  d  (  dT2 
2  r  dr  \  dr 


x  d2T2 

+  X2~sj  + 


1  d  (  {turb)  dT2\  d 

rFr  ra7  +& 


>  ( turb )  dT2 
A2  ^ 


Die  adiabate  Mischtemperatur  wird  nach  Gl.  4.47  berechnet: 


,  ,  !oR°  w2T22irrdr  2  r 

f0R’w22n rdr  fig  Jo 


[■R-o 

J  T2rdr. 


Die  Warmeiibergangsbedingung  4.8  hat  fur  den  Rohrstrom  die  Gestalt 


&2  {Tm2  —  Tw) 


dT2  I 
dr  h— Ro 
dT2  I 
dz  lr=i?o 


(4.46) 


(4.47) 


(4.48) 


Die  Bedingungen  fur  die  Vernachlassigung  von  Langsleitung  und  Energietransport  auf- 
grund  turbulenter  Schwankungsbewegungen  in  Stromungsrichtung  lauten 


a2(r,t)2R0  ( w2(t)2R0  q2V2CV2 

A2  \  v2  A2 


(4.49) 


a2(r,t)2R0  ^  ( w2(t)2RQ'\  Q2^2CP2  62^2CP2 

<<:  l  r2  )  \2  a {rb) ' 


(4.50) 
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Integration  von  Gl.  4.46  liber  den  Stromungsquerschnitt  unter  Beriicksichtigung  der 
Gin.  4.47  bis  4.50  ergibt  die  Differentialgleichung  4.51  fur  die  adiabate  Mischtemperatur 
des  Rohrstroms: 


f?2Cp2 


'dT, 


m2 


dt 


<9Tm2\  a227r.Ro  /r_  m  .  , 

+  W2~gTj  =  (  "'  “  m2)  ’  <4'51) 


4.1.4  Zusammenstellung  der  Gleichungen  fiir  die  Fluidstrome 


In  dieser  Arbeit  werden  zusammengeschaltete  Systeme  aus  vier  Arten  von  Untersyste- 
men  untersucht: 


1 .  Gegenstrom- Warmeiibertrager, 

2.  Kreuzstrom-Warmeiibertrager  mit  quervermischtem  Umlaufstrom, 

3.  Kreuzstrom-Warmeiibertrager  mit  quervermischten  Haupstromen  und 

4.  Verbindungsleitungen. 

Die  Energiegleichungen  fiir  die  Fluidstrome  (Gin.  4.18,  4.24,  4.32,  4.33,  4.44,  4.45  und 
4.51)  lassen  sich  alle  in  einer  einheitlichen  Form  darstellen  [3]: 

.  f&Ti  dTA  „ 

QiCpiAqi  f  ^  +  u>i  ^  1  —  Tj  i  —  1,2.  (4.52) 

Die  einzelnen  Parameter  dieser  Gleichung  sind  fiir  die  vier  Untersysteme  in  Tab.  4.2 
zusammengestellt. 

Tabelle  4.2.  Parameter  der  Energiegleichungen  der  Fluidstrome  in  Gl.  4.52. 


Gegenstrom 

Kreuzstrom 

Kreuzstrom 

Rohrstrom 

Ti 

ID 

** 

1 

a'jFf Tw-T 1) 

unvermischt 

a,  XV  fl  Twd'J  't 

X  Y  1 1 

quervermischt 

n 

X 

X 

X 

t2 

^(Tw-T2) 

CryXY  In  TW  dx  rJ1 

Y  ~  X 

quervermischt 

^(Tw-T2) 

unvermischt 

MM 

Q 

—x 

y 

y 

z 
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Bei  den  Fluidtemperaturen  in  Gl.  4.52  handelt  es  sich  um  adiabate  Mischtempera- 
turen  Tm.  Im  folgenden  werden  ausschliefflich  adiabate  Mischtemperaturen  der  Fluide 
betrachtet,  und  der  Index  m  wird  fortgelassen. 

Auch  die  Terme  T,  in  Tab.  4.2  haben  alle  die  gleiche  Struktur:  Der  Warmeubergangs- 
koeffizient  wird  mit  der  warmeiibertragenden  Flache  und  einer  treibenden  Tempera- 
turdifferenz  multipliziert  und  durch  den  Stromungsweg  dividiert. 

Weicht  die  Realisierung  der  Stromfuhrung  in  den  Warmeiibertragern  von  der  Stromung 
durch  unberippte  Rechteckkanale  ab,  kann  man  sich  die  aufgezeigte  Stuktur  der  Ener- 
giegleichungen  zunutze  machen,  um  auch  diese  naherungsweise  zu  berechnen.  Dazu 
werden  geeignete  Mittelwerte  fur  den  Stromungsquerschnitt,  die  Stromungsgeschwin- 
digkeit  und  den  Stromungsweg  in  Gl.  4.52  eingefiihrt.  Wenn  die  Wande  berippt  sind, 
wird  die  warmeiibertragende  Flache  mit  dem  Oberflachenwirkungsgrad  nach  Gl.  2.35 
bzw.  Gl.  2.36  multipliziert  [3].  Aus  Griinden  der  mathematischen  Handhabbarkeit  ist 
diese  Vorgehensweise  fur  die  Berechnung  gekoppelter  Warmeiibertrager  gut  geeignet. 


4.2  Warmeiibertragende  W^and  zwischen  den  beiden  Fluid- 
stromen 


Die  Differentialgleichung  fur  das  Temperaturfeld  der  warmeiibertragenden  Wand  wird 
mit  Hilfe  des  ersten  Hauptsatzes  fur  ein  ruhendes  geschlossenes  System  aufgestellt  [29]: 

^  =  [  qdA.  (4.53) 

Clb  J  Asys 

Mit  Asys  wird  die  Oberflache  des  Systems  bezeichnet. 

Als  System  wird  ein  kleines,  quaderformiges  Wandelement  mit  den  Kantenlangen  Ax, 
A y  und  Sw  =  z\  —  z2,  Abb.  4.1,  verwendet.  Die  Oberflache  Asys  setzt  sich  aus  den 
sechs  Oberflachen  des  kleinen  Quaders  zusammen.  Nur  an  den  beiden  Oberflachen, 
die  an  die  stromenden  Fluide  grenzen,  werden  Warmestrome  zu-  bzw.  abgefiihrt.  Die 
anderen  vier  Oberflachen  werden  als  adiabat  angenommen.  Es  wird  angenommen,  dafl 
die  Wand  nur  in  z-Richtung  Warme  leitet. 

Die  lokalen  Warmestromdichten  sind  durch  die  Warmeiibergangsbedingungen  gege- 
ben,  die  bei  der  Untersuchung  der  stromenden  Fluide  eingefiihrt  worden  sind.  An  der 
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Oberflache,  die  an  das  stromende  Fluid  1  grenzt,  lautet  die  Warmeiibergangsbedingung 

qx  =  ai(Tmi  -  Tw)  (4.54) 

und  an  der  Oberflache,  die  an  das  stromende  Fluid  2  grenzt,  lautet  sie 

<?2  =  0!2(Tm2  —  Tw)-  (4.55) 

Fur  die  Berechnung  der  inneren  Energie  des  kleinen  Wandelements  in  Gl.  4.53  vvird  die 
kalorische  Zustandsgleichung  eines  inkompressiblen  Fluids  mit  konstanter  spezifischer 
Warmekapazitat  (cp  =  cv  =  c) 


u  =  u0  +  cp{T  -  T0)  (4.56) 

verwendet.  Wie  iiblich  werden  Festkorper  als  inkompressible  Fluide  behandelt  [18]. 

Die  innere  Energie  des  Wandelements  wird  berechnet,  indem  die  spezifische  innere 
Energie  mit  der  Dichte  multipliziert  und  iiber  das  Volumen  des  Systems  integriert  vvird 
[29].  Die  Dichte  des  kleinen  Wandelements  ist  konstant.  Die  spezifische  innere  Energie 
kann  hingegen  eine  Funktion  von  Ort  und  Zeit  sein: 

Uw  =  /  uWQwdV  =  UQwQwVSyS  +  cpwQw  /  Tw(x,  y,  z ,  t)dV  -  cpWT0w gw\'sys. 

(4.57) 

Es  vvird  angenommen.  dafl  die  Temperatur  in  dem  kleinen  Wandelement  ortsunabhangig 
ist.  Es  verhalt  sich  wie  eine  thermodvnamische  Phase.  Es  vvird  angenommen.  dafl  die 
Wand  Warme  nur  in  z-Richtung  leitet  und  in  dieser  Richtung  eine  unendlich  hohe 
Warmeleitfahigkeit  besitzt.  Der  Warmeleitungsvviderstand  der  Wand  in  z-Richtung  ist 
dann  vernachlassigbar  klein. 

Die  Gleichung  fiir  die  innere  Energie  des  kleinen  Wandelements  4.57  lautet  dann 

Uw  Qw ^y&w  cpw(Tw(x,  y)  t)  Toi4^)] .  (4.58) 

Die  Gin.  4.58,  4.54  und  4.55  werden  in  Gl.  4.53  eingesetzt.  Das  Ergebnis  ist  die  Diffe- 
rentialgleichung  fiir  die  Berechnung  der  Wandtemperaturen 

<*iXY(Tml  -  Tw)  +  a2XY(Tm2  -  Tw)  =  QwXY5wcpW  (4.59) 

Cpw 

Gleichung  4.59  hat  folgende  Struktur:  Auf  der  linken  Seite  bestehen  die  beiden  Sum- 
manden  aus  dem  Produkt  von  Warmeiibergangskoeffizient,  warmevibertragender  Flache 
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und  treibender  TemperaturdifFerenz.  Auf  der  rechten  Seite  steht  vor  der  Zeitableitung 
der  Temperatur  die  Warmekapazitat  der  Wand. 

Wie  in  Abschnitt  4.1.4  wird  die  Struktur  der  Energiegleichung  ausgenutzt,  um  auch  be- 
rippte  warmeiibertragende  Wande  naherungsweise  instationar  zu  berechnen.  In  Gl.  4.59 
werden  hierzu  Oberflachenwirkungsgrade  nach  Gl.  2.35  bzw.  2.36  eingefiihrt,  und  es 
wird  die  Summe  aus  den  Warmekapazitaten  von  Grundmaterial  und  Rippen  fur  Cpw 
eingesetzt  [3]. 

Fur  Rohrbiindelwarmeiibertrager  haben  Roetzel  und  Xuan  [30]  [31]  Berechnungsver- 
fahren  entwickelt,  mit  denen  die  Warmeleitung  der  Wand  in  Stromungsrichtung  und  ein 
endlicher  Warmeleitungswiderstand  der  Wand  senkrecht  zu  den  Stromungsrichtungen 
der  Fluide  im  instationaren  Fall  beriicksichtigt  werden  konnen. 

4.3  Rohr  wand  der  Verbindungsleitungen 

Das  System,  fiir  das  der  erste  Haupsatz  aufgestellt  wird,  ist  ein  kleiner  Rohrwand- 
abschnitt  mit  der  Lange  A z,  Abb.  4.3.  Dem  Rohrwandabschnitt  wird  ein  einziger 
Warmestrom  an  der  Oberflache  zugefiihrt,  die  an  das  stromende  Fluid  grenzt.  Die 
lokale  Warmestromdichte  ist  durch  die  Warmeiibergangsbedingung  gegeben: 

q(z,t)  =  a2{z,t)(Tm2(z,t)  -  Tw(z,t)).  (4.60) 

Die  anderen  drei  Oberflachen  werden  als  adiabat  angenommen.  Es  wird  angenommen, 
daB  die  Wand  Warme  nur  in  radialer  Richtung  leitet  und  dafi  die  Verbindungsleitung 
gut  gegen  die  Umgebung  isoliert  ist.  Die  innere  Energie  des  Wandelements  wird  unter 
der  Annahme  berechnet,  dafi  dieses  eine  einheitliche  Temperatur  besitzt,  d.h.  neben  der 
Rotationssymmetrie  der  Temperaturprofile  liegt  eine  unendlich  hohe  Warmeleitfahig- 
keit  in  radialer  Richtung  vor: 

Uw  —  Qw  A27r(R^  —  Rq)  \uo w  +  Cpw(Tw{z ,  t)  —  Two)]  ■  (4-61) 

Vsys  uw{T) 

Die  Gin.  4.61  und  4.60,  in  den  ersten  Hauptsatz,  Gl.  4.53,  eingesetzt,  ergeben  die 
Differentialgleichung  4.62  fiir  die  Berechnung  der  Temperaturfelder  der  Rohrwand: 

9  0\  dTW 

2nRoa2{Trn2  -  Tw)  =  Qwn(Ra  -  RQ)cpW-^-- 


(4.62) 
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4.4  Zusammenhang  zwischen  Warmeubergangskoeffizient  und 
Stromungsgeschwindigkeit 


Bei  der  Herleitung  der  Energiegleichungen  ist  deutlich  geworden,  dafi  die  Kenntnis  des 
lokalen  Warmeiibergangskoeffizienten  in  Abhangigkeit  von  der  Zeit  von  grundlegender 
Bedeutung  fur  die  Berechnung  der  Temperaturfelder  ist. 

In  der  Literatur  findet  man  Daten  fur  den  lokalen  und  den  mittleren  Warmeiibergangs- 
koeffizienten  bei  stationarem  Betrieb.  Fiir  die  weitaus  meisten  Falle  ist  der  mittlere 
Warmeubergangskoeffizient  angegeben  [32]  [12]  [33]  [1]. 

Die  empirischen  Korrelationen  fiir  den  mittleren  oder  ortlichen  Warmeiibergangskoef- 
fizienten  sind  haufig  in  Form  eines  Potenzansatzes 

Nu  =  C0RemPrn  (£)  (4.63) 

fiir  einen  bestimmten  Giiltigkeitsbereich  dargestellt.  Die  drei  Kennzahlen  Nu,  Re  und 
Pr  werden  aus  Stoffwerten,  charakteristischer  Lange  Lc,  mittlerer  Stromungsgeschwin¬ 
digkeit  w  und  dem  gesuchten  Warmeiibergangskoeffizienten  a  gebildet: 

Ar  aLc  _  wLc  ,  „  u 

Nu  =  — — ,  Re  = -  und  Pr  =  -.  (4.64) 

Xu  a 

Die  Zahlenwerte  der  drei  Konstanten  C0,  m  und  n  sowie  der  Giiltigkeitsbereich  von 
Gl.  4.63  sind  in  der  jeweiligen  Literaturstelle  angegeben.  Hier  finden  sich  auch  An- 
gaben.  bei  welchem  Druck  und  bei  welcher  Temperatur  die  Stoffwerte  zu  bestimmen 
sind,  wobei  die  Druckabhangigkeit  in  der  Regel  vernachlassigt  wird.  Weiterhin  wird  eine 
Berechnungsvorschrift  fur  die  charakteristische  Lange  Lc  und  die  mittlere  Stromungs¬ 
geschwindigkeit  w  angegeben. 


Wenn  konstante  Stoffwerte  vorausgesetzt  werden,  ist  -  bei  festgehaltener  Geometrie  - 
der  mittlere  Warmeubergangskoeffizient  nur  eine  Funktion  der  mittleren  Stromungs¬ 
geschwindigkeit.  Es  gilt 


a 


Cn 


(4.65) 


Im  folgenden  wird  angenommen,  dafi  beim  Losen  der  Energiegleichungen  statt  des 
lokalen  Warmeiibergangskoeffizienten  der  mittlere  Warmeubergangskoeffizient  nach 
Gl.  4.65  verwendet  werden  darf.  Dies  ist  bei  turbulenter  Stromung  zulassig,  bei  la- 
minarer  Stromung  nur  in  langen  Kanalen. 
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Bei  der  Simulation  instationarer  Prozesse  mufi  zusatzlich  angenommen  werden,  dafi  der 
Warmeiibergangskoeffizient  einer  Anderung  der  Stromungsgeschwindigkeit  tragheitslos 
folgt: 

=  (;)*»«"  (4  66) 

4.5  Einfiihrung  der  Schwankungsgroflen 

Wie  in  Abschnitt  3  ausgefiihrt,  werden  instationare  Prozesse  untersucht,  die  von  ei- 
nem  stationaren  Betriebszustand  ausgehen.  Daher  bietet  es  sich  an,  Temperaturen, 
Stromungsgeschwindigkeiten  und  Warmeiibergangskoeffizienten  in  einen  stationaren 
Wert  und  eine  zeitabhangige  Schwankungsgrofie  aufzuteilen  [13]  [14]  [15]: 

Gesamtgrofie  =  stationarer  Wert  +  Schwankungsgrofie. 

Ti{x,  y,  t)  -  Ti(x,y)  +  Tl(x,y,t)  i  =  l,2,W  (4.67) 

Wi(t)  =  Wi  +  w'^t)  i  —  1,2  (4.68) 

ai(t)  =  ai  +  a'iit)  i-  1,2.  (4.69) 

Einsetzen  der  Gin.  4.68  und  4.69  in  Gl.  4.66  ergibt  eine  Beziehung,  die  die  Schwan- 
kungsgrofien  von  Warmeiibergangskoeffizient  und  Stromungsgeschwindigkeit  miteinan- 
der  verkniipft: 

1  +  —  I  -1  dii  i  =  l,2.  (4.70) 

WiJ 

Die  Einfiihrung  der  Schwankungsgrofien  in  die  Energiegleichungen  fur  die  Fluidstrome 
und  Wande  (  Gin.  4.18,  4.24,  4.32,  4.33,  4.44,  4.45,  4.51,  4.59  und  4.62  )  wird  anhand 
der  Energiegleichung  4.44  fur  den  Fluidstrom  1  des  Gegenstrom-Warmeiibertragers 
beispielhaft  dargestellt. 

Wenn  ein  stationarer  Prozefi  vorliegt,  entfallt  die  Zeitableitung  in  der  Energiegleichung 
4.44,  so  dafi  im  Fall  des  Gegenstroms  die  gewohnliche  Differentialgleichung  4.71  gilt: 

+  =  (4.71) 

Einsetzen  von  Gl.  4.67-4.69  in  Gl.  4.44  unter  Beriicksichtigung  von  Gl.  4.71  ergibt  eine 
inhomogene  lineare  partielle  Differentialgleichung  mit  den  zeitabhangigen  Koeffizienten 
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w[  und  q'j.  Als  abhangige  Veranderliche  besitzt  sie  die  Temperaturschwankungen  T[ 
und  T[v\ 


dT[ 

dx 


inhomogener  Anteil 


1  dT[ 
u’i  dt 

(4.72) 


Um  die  Gin.  4.71  und  4.72  kompakt  darzustellen,  werden  dimensionslose  Koordinaten 
und  Kenngrofien  eingefiihrt,  von  denen  zwei  zeitabhangig  sind: 


x  t  - 

rT  =  rB’N' 


axXY 


a[XY 


=  (4.73) 

*B  Wi 


Einsetzen  der  Parameter  nach  Gl.  4.73  in  Gl.  4.72  und  in  Gl.  4.71  ergibt  Differential- 
gleichungen,  in  der  nur  noch  die  Temperaturen  dimensionsbehaftet  sind: 


dT 

-  Ni  (T\  -  Tw)  =  °,  (4.74) 

-  (1  +  a,)  ^  -  (TV,  +  at;)  (t;  -  rw)  -  (N[  -  a,N,)  (f,  -  Tw)  =  (4.75) 

Gleichung  4.75  wird  im  folgenden  „exakte  Energiegleichung“  genannt.  Sie  besitzt  ein 
Gegenstiick,  das  „linearisierte  Energiegleichung"  genannt  wird.  Dieses  wird  in  Ab- 
schnitt  4.8  hergeleitet. 


Die  exakten  Energiegleichungen  fur  alle  Fluidstrome  und  die  Wande  sind  in  Anh.  B  in 
dimensionsloser  Form  zusammengestellt.  Sie  ergeben  sich  aus  den  Gin.  4.24,  4.32,  4.33, 
4.44,  4.45,  4.51,  4.59  und  4.62. 


Gleichung  4.70  beschreibt  die  Abhangigkeit  der  Schwankung  des  Warmeiibergangs- 
koefhzienten  von  der  Schwankung  der  Stromungsgeschwindigkeit.  Sie  lautet  mit  den 
Parametern  nach  Gl.  4.73  in  dimensionsloser  Form 


N[(al)  =  [(l  +  air  -l}^. 


(4.76) 


4.6  Anfangsbedingungen 

In  den  Differentialgleichungen  in  Anh.  B  sind  die  abhangigen  Veranderlichen  Tempera¬ 
turschwankungen.  Da  immer  Prozesse  betrachtet  werden,  die  von  einem  stationaren  Be- 
triebszustand  ausgehen,  miissen  samtliche  SchwankungsgroBen  zu  ProzeBbeginn  gleich 
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null  sein,  insbesondere  die  Temperaturschwankungen.  Damit  sind  die  Anfangsbedin- 
gungen  fur  die  Differentialgleichungen  homogen: 

T\x,y,t  =  0)  =  0.  (4.77) 


4.7  Kontinuitatsgleichung  fiir  den  Umlaufstrom 

Mit  Hilfe  der  Kontinuitatsgleichung  wird  gezeigt,  dafi  fiir  das  umlaufende  Fluid  die 
Schwankung  der  Stromungsgeschwindigkeit,  bezogen  auf  die  Stromungsgeschwindigkeit 
im  stationaren  Ausgangszustand,  fiir  alle  Untersysteme  gleich  groB  ist. 

Die  Stromungsgeschwindigkeiten  sind  zu  jedem  Zeitpunkt  in  einem  Untersystem  ort- 
lich  konstant,  aber  verschieden  von  Untersystem  zu  Untersystem.  Zu  jedem  Zeitpunkt 
konnen  im  Gesamtsystem  vier  verschiedene  Stromungsgeschwindigkeiten  fiir  das  um¬ 
laufende  Fluid  beobachtet  werden.  Sie  sind  durch  die  Kontinuitatsgleichungen  4.78 
gekoppelt: 

Q2Aq2lw2i{t)  =  Q2Aq2jw2j(t )  i,  j  =  I,  II,  r,  l  mit  i  ±  j.  (4.78) 

Gleichung  4.78  muB  zu  jedem  Zeitpunkt  erfiillt  sein. 

Zu  Prozefibeginn  bei  r  =  0  liegen  die  Stromungsgeschwindigkeiten  des  stationaren 
Ausgangszustands  vor: 

r  =  0  :  Ag2iw 2i  =  Aq2jw2j  i,  j  =  I,  II,  r,  l  mit  i  ±  j.  (4.79) 

Fiir  einen  beliebigen  spateren  Zeitpunkt  gilt 

r  >  0  :  Aq 2i(ui2l  +  w'2i)  =  Aq2j{w2j  +  w'2j)  i,  j  =  I,  II,  r,  l  mit  i  #  j.  (4.80) 

Aus  den  Gin.  4.79  und  4.80  folgt,  daB  die  dimensionslose  Schwankung  der  Stromungs- 
geschwindigkeit  des  umlaufenden  Fluids  fiir  alle  Untersysteme  gleich  groB  sein  mufi: 


^2 i  __ 

=  ^2 1 

i,j  =  I,II,r,l  mit 

i  /  J 

(4.81) 

W2  i 

W2j 

0%  i  ~ 

=  a2j 

i,j  —  I,II,r,l  mit 

i  #  j- 

(4.82) 

Die  Indizes  I,  II,  r  und  l,  die  die  Untersysteme  kennzeichnen,  kbnnen  daher  bei  der  di- 
mensionslosen  Schwankung  der  Stromungsgeschwindigkeit  des  umlaufenden  Fluids  a2 
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fortgelassen  vverden.  Neben  der  dimensionslosen  Zeit  r  ist  die  dimensionslose  Schwan- 
kung  der  Stromungsgeschwindigkeit  des  umlaufenden  Fluids  die  einzige  dimensionslose 
Grofie,  die  im  zusammengeschalteten  System  keinen  Index  fur  das  Untersystem  tragt. 


4.8  Linearisierung  der  Energiegleichungen 


Wenn  die  Schwankungsgroflen  klein  sind,  lassen  sich  die  Energiegleichungen  fur  die 
Fluidstrome  und  Wande  (Gin.  4.18,  4.24,  4.32,  4.33,  4.44,  4.45,  4.51,  4.59  und  4.62) 
um  den  stationaren  Ausgangszustand  linearisieren  [34],  Im  mathematischen  Sinn  sind 
die  aufgezahlten  Gleichungen  bereits  linear  [35].  Sie  besitzen  allerdings  zeitabhangige 
Koeffizienten. 

Mit  dem  Begriff  Linearisierung  wird  in  der  Regelungstechnik  eine  Rechenvorschrift 
bezeichnet,  die  sowohl  auf  mathematisch  lineare  als  auch  mathematisch  nichtlineare 
Differentialgleichungen  angewendet  werden  kann.  Das  Ergebnis  sind  immer  mathema¬ 
tisch  lineare  Differentialgleichungen  mit  konstanten  Koeffizienten.  Lineare  Differential¬ 
gleichungen  mit  konstanten  Koeffizienten  lassen  sich  mit  der  Laplace-Transformation 
losen,  Abschnitt,  5. 

Die  Linearisierung  wird  anhand  der  Energiegleichung  4.44  fur  den  Fluidstrom  1  des 
Gegenstrom-Warmeubertragers  beispielhaft  durchgefiihrt. 

Die  Funktion,  die  linearisiert  werden  soli,  lautet 
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auf  die  Funktion  T  angewendet  worden  ist,  ergibt  sich  die  linearisierte  Energiegleichung 


(T[  -  Tly)  -  (m,  -  1)S7  (J\  -  Tw)  ^ 
dx  Wi  VFX  v  '  wi  wi  at 

oder,  mit  den  dimensionslosen  Koordinaten  und  KenngroBen  nach  Gl.  4.73, 

orp/ 

-  Ni  (T[  -  rw)  -  (m,  -  1  )JV,  (f,  -  7W)  <7,  = 


(4.86) 


(4.87) 


Gleichung  4.87  ist  das  linearisierte  Gegenstiick  zur  exakten  Energiegleichung  4.75.  Fiir 
die  Energiegleichungen  4.18,  4.24,  4.32,  4.33,  4.44,  4.45,  4.51,  4.59  und  4.62  sind  die 
zugehorigen  linearisierten  Energiegleichungen  in  Anh.  B  in  dimensionsloser  Form  zu- 
sammengestellt. 

4.9  Einfiihrung  einer  dimensionslosen  Temperatur 


Um  die  Rechenergebnisse  fur  das  zusammengeschaltete  System  normiert  darzustellen, 
wird  die  dimensionslose  Temperatur 


a  _  T  —  T^einll 

“  'T  _  T 

1  l.einl  -Ll  .einll 


(4.88) 


eingefiihrt. 


Wenn  Gl.  4.67  in  Gl.  4.88  eingesetzt  wird,  zeigt  sich,  wie  sich  auch  die  dimensionslose 
Temperatur  in  einen  stationaren  Wert  und  in  eine  SchwankungsgroBe  aufteilen  lafit.  Es 
gilt 


T  +  T’  —  Tpein// 

T\,einl  -^1 , einll 

T~~  /ti  rrl 

_  -Ll, einll  _ _ _ 

T\,einl  , einll  ^l.einl  T\,ein]l 

=  9  +  6'. 


(4.89) 


(4.90) 

(4.91) 


Die  dimensionslosen  Temperaturen  des  stationaren  Ausgangszustands  liegen  alle  im 
Intervall  0  <  9  <  1  mit 


@1, einll  '■ 


(4.92) 

(4.93) 
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Die  grofite  dimensionslose  Temperaturdifferenz  im  zusammengeschalteten  System  hat 
im  stationaren  Ausgangszustand  den  Wert  1.  Damit  lassen  sich  die  Temperaturschwan- 
kungen,  die  wahrend  instationarer  Prozesse  auftreten,  in  ihrer  Grofienordnung  gut  be- 
urteilen. 


4.10  Rand-  und  Kopplungsbedingungen 

Bisher  sind  im  Rahmen  der  Systembeschreibung  folgende  Schritte  durchgefiihrt  worden: 

•  Fiir  die  einzelnen  Untersysteme  sind  exakte  und  linearisierte  Energiegleichungen 
aufgestellt  worden,  Anh.  B.  Jedes  Untersystem  hat  dabei  ein  eigenes  raumliches 
Koordinatensystem,  aber  alle  Untersysteme  besitzen  die  gemeinsame  dimensions¬ 
lose  Zeitkoordinate  r. 

•  Weil  nur  Prozesse  untersucht  werden,  die  von  einem  stationaren  Betriebszustand 
ausgehen,  sind  die  Anfangsbedingungen  fiir  die  exakten  und  linearisierten  Ener¬ 
giegleichungen  homogen,  Abschnitt  4.6. 

•  Aus  der  Kontinuitatsgleichung  fiir  das  umlaufende  Fluid  folgt,  daB  die  dimen¬ 
sionslose  Schwankung  der  Stromungsgeschwindigkeit  des  umlaufenden  Fluids  o2 
fiir  alle  Untersysteme  gleich  groB  ist,  Abschnitt  4.7. 

Fiir  eine  vollstandige  Beschreibung  des  Systems  sind  Rand-  und  Kopplungsbedingun¬ 
gen  notwendig.  Die  dimensionslosen  Eintrittstemperaturen  der  Hauptstrome  bzw.  de- 
ren  Schvvankungen  werden  als  Randbedingungen  vorgegeben. 

Die  Kopplungsbedingungen  lauten:  Die  Austrittstemperatur  des  umlaufenden  Fluids 
aus  einem  Untersystem  mufi  gleich  seiner  Eintrittstemperatur  in  das  unmittelbar  darauf 
folgende  Untersystem  sein. 

Es  wird  angenommen,  daB  die  Vorgange  in  den  Ein-  und  Austrittshauben  der  War- 
meiibertrager  fiir  das  Gesamtverhalten  des  zusammengeschalteten  Systems  eine  un- 
tergeordnete  Rolle  spielen  und  bei  der  Simulation  fortgelassen  werden  konnen.  Diese 
Annahme  ist  wichtig  im  Zusammenhang  mit  der  Festlegung  und  Berechnung  der  Ein- 
und  Austrittstemperaturen,  insbesondere  bei  unvermischten  Stromfiihrungen.  Im  Ein- 
trittsquerschnitt  der  Warmeiibertrager  werden  immer  einheitliche  Temperaturen  ange- 
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nommen.  Austrittstemperaturen  werden  berechnet,  indem  angenommen  wird,  dafi  die 
Fluidteilchen  im  Austrittsquerschnitt  adiabat  vermischt  werden. 

Um  die  Rand-  und  Kopplungsbedingungen  als  Gleichungen  zu  formulieren,  sind  in 
Abb.  4.4  die  Koordinatensysteme  der  Warmeiibertrager  und  Verbindungsleitungen  dar- 
gestellt. 

In  Abb.  4.4  sind  Pumpe  und  Stellventil  nicht  dargestellt,  vgl.  Abb.  1.1.  In  der  vorlie- 
genden  Arbeit  wird  das  thermische  Verhalten  des  zusammengeschalteten  Systems  un- 
tersucht.  Nach  Abschnitt  4.1  sind  die  Berechnung  des  thermischen  und  hydraulischen 
Verhaltens  unabhangig  voneinander.  Fur  die  Berechnung  des  thermischen  Verhaltens 
werden  Pumpe  und  Stellventil  daher  vereinfachend  modelliert. 

Anstelle  von  Pumpe  und  Stellventil  wird  die  Verbindungsleitung  so  verlangert,  dafi  die 
Verweilzeit  der  Fluidteilchen  im  System  aus  Pumpe  und  Stellventil  richtig  wiedergege- 
ben  wird.  Es  wird  angenommen,  dafi  Pumpe  und  Stellventil  adiabat  sind  und  daB  die 
Warmekapazitaten  der  beiden  Systeme  so  naherungsweise  richtig  erfaBt  werden. 

Die  Berechnung  des  hydraulischen  Verhaltens  eines  Systems,  das  aus  Pumpe,  Stellventil 
und  Stromungskanalen  besteht,  wird  von  Buckley  [36]  dargestellt. 

Fur  zwei  gekoppelte  Kreuzstrom-Warmeiibertrager  mit  quervermischtem  Umlaufstrom 
gelten  mit  den  Bezeichnungen  in  Abb.  4.4  die  Gin.  4.94  bis  4.105. 

Randbedingungen  im  stationaren  Ausgangszustand  fur  die  beiden  Hauptstrome: 


0i/(Cr  —  0,  rfr)  —  9i<einj  —  1  (4.94) 

4/(0/  —  0,  Vn)  —  9l,einII  =  0  (4.95) 

Kopplungsbedingungen  im  stationaren  Ausgangszustand  fur  das  umlaufende  Fluid: 

44  =  1)  =  4(0  =  0)  (4.96) 

#2r((r  =  1)  —  Omivil  —  0)  (4-97) 

Qinivn  —  1)  —  @2i  (0  =  0)  (4.98) 

4(0  =  1)  =  4(?7 7  =  0)  (4.99) 

Randbedingungen  fiir  die  Temperaturschwankungen  der  beiden  Hauptstrome: 

O'niti  =  0, 77/,  r)  =  9'iteini(r)  (4.100) 

=  0,rjir,r)  =  Q'i,einii{r)  (4.101) 
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Abb.  4.4.  Koordinatensysteme  und  Stromfiihrung  fur  die  drei  in  dieser  Arbeit  berechneten 
Systeme:  a)  einseitig  quervermischter  Kreuzstrom  mit  quervermischtem  Umlaufstrom,  b)  ein- 
seitig  quervermischter  Kreuzstrom  mit  quervermischten  Hauptstromen  (der  Umlaufstrom  ist 
den  Warmeubertragern  unvermischt),  c)  Gegenstrom. 
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Kopplungsbedingungen  fur  die  Temperaturschwankungen  des  umlaufenden  Fluids: 


O'uivi  =  hr) 

=  9'2r(  Cr  =  0,r) 

(4.102) 

O'iriCr  =  1,7-) 

=  9'2jj(r)n  =  0,t) 

(4.103) 

9' 2  iiivn  =  l,r) 

=  9'21((i  =  0,t) 

(4.104) 

9'  21  (0  =  1,7") 

II 

qs 

to  "* 

cT 

ii 

(4.105) 

Fur  zwei  gekoppelte  Kreuzstrom-Warmeiibertrager  mit  quervermischten  Hauptstromen 
gelten  mit  den  Bezeichnungen  in  Abb.  4.4  die  Gin.  4.106  bis  4.117. 

Randbedingungen  im  stationaren  Ausgangszustand  fur  die  beiden  Hauptstrome: 


Olliil  =  0)  =  G\,einl  —  1  (4.106) 

9\ IliClI  =  0)  =  Q\  fiinll  —  0  (4.107) 

Kopplungsbedingungen  im  stationaren  Ausgangszustand  fiir  das  umlaufende  Fluid: 

G2i{^i,rji  —  l)d£/  =  ^2r(Cr  =  0)  (4.108) 

92r{Cr  =  1)  =  92n{Cn,Vn  —  0)  (4.109) 

Jo  Q2ii{€ii,  Vii  =  l)d^//  =  G2i  {0  —  0)  (4.110) 

M0  =  i)  =  g2I{Ci,vi  =  0)  (4.111) 


Randbedingungen  fiir  die  Temperaturschwankungen  der  beiden  Hauptstrome: 


G'uiCi  =  0,r)  =  6'heinI(T)  (4.112) 

G'miCii  —  0,r)  =  G'i<einu{T)  (4.113) 

Kopplungsbedingungen  fiir  die  Temperaturschwankungen  des  umlaufenden  Fluids: 

G'2i(Ci,  rji  =  1,  r)d£j  =  0'2t{Ct  —  0,r)  (4.114) 

9'2r(Cr  =  1,  t)  —  9'2n(Cn,r)ji  =  0,r)  (4.115) 

=  =  #'2,(0=  0,t)  (4.116) 

ffn  (0  =  1,0  =  e'i,(^r]i=0  ,t)  (4.117) 


Fiir  zwei  gekoppelte  Gegenstrom-Warmeiibertrager  gelten  mit  den  Bezeichnungen  in 
Abb.  4.4  die  Gin.  4.118  bis  4.129. 
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Randbedingungen  im  stationaren  Ausgangszustand  fur  die  beiden  Hauptstrome: 


4(0  =  0)  =  0i,eJ„/  =  l  (4.118) 

0 //(0/=°)  =  @l,einll  =  0  (4.119) 

Kopplungsbedingungen  im  stationaren  Ausgangszustand  fur  das  umlaufende  Fluid: 

4(0  =  0)  =  4(0  =  0)  (4.120) 

4(0  =  1)  =  @21 1  {in  =  1)  (4.121) 

4/(0/  =  0)  =  4-(Cr  =  0)  (4.122) 

4(0  =  1)  =  4(0  =  1)  (4.123) 


Randbedingungen  fur  die  Temperaturschwankungen  der  beiden  Hauptstrome: 


4/(0  =  0,r)  =  4  ,ein/(0  (4.124) 

4//(0/  =  0,  t)  =  4,ein//(0  (4.125) 

Kopplungsbedingungen  fur  die  Temperaturschwankungen  des  umlaufenden  Fluids: 

4/(0  =  0,r)  =  4/(0  =  0,r)  (4.126) 

4r(0  =  l,0  =  4//(0/  =  l,0  (4.127) 

4//(O/  =  0,r)  =  4r(Cr  =  0,r)  (4.128) 

4/(0  =  i,0  =  4/(0  =  i,0  (4.129) 


4.11  Stationare  Temperaturfelder 


In  den  inhomogenen  Anteilen  der  exakten  und  linearisierten  Energiegleichungen.  Anh.  B, 
stehen  die  Temperaturen  des  stationaren  Ausgangszustands.  Diese  miissen  bekannt 
sein,  bevor  damit,  begonnen  werden  kann,  das  instationare  Verhalten  des  Systems  zu 
untersuchen. 

Jeder  Warmeiibertrager  wird  im  stationaren  Ausgangszustand  durch  zwei  Differenti- 
algleichungen  fiir  die  Fluidstrome  und  eine  algebraische  Gleichung  fur  die  warmeiiber- 
tragende  Wand  beschrieben,  Anh.  A.l,  A. 2  und  A. 3.  Die  beiden  Verbindungsleitungen 
werden  durch  eine  Differentialgleichung  fiir  den  umlaufenden  Fluidstrom  und  eine  al¬ 
gebraische  Gleichung  fiir  die  Rohrwand  beschrieben,  Anh.  A. 4.  Hinzu  treten  die  zwei 
Randbedingungen  und  die  vier  Kopplungsbedingungen  aus  Abschnitt  4.10. 
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Dieses  umfangreiche  Problem  wird  gelost,  indem  jedes  Untersystem  zunachst  isoliert 
berechnet  wird,  wobei  die  unbekannten  dimensionslosen  Eintrittstemperaturen  des  um- 
laufenden  Fluids  d2,einI,  d2,eimi ,  02f«»r,  h,emu  als  Randbedingung  vorgegeben  werden 
und  zunachst  unbestimmt  bleiben,  Anh.  A.l  bis  A. 4. 

Anschliefiend  wird  mit  Hilfe  der  Kopplungsbedingungen  aus  Abschnitt  4.10  ein  Glei- 
chungssystem  aufgestellt,  mit  dem  die  unbekannten  dimensionslosen  Eintrittstempera¬ 
turen  des  umlaufenden  Fluids  berechnet  werden.  Diese  sind  tabellarisch  in  Anh.  A.5 
zusammengestellt . 
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5  Berechnung  des  instationaren  Verhaltens  mit  der 
Laplace-Transformation 


In  dieser  Arbeit  werden  zwei  verschiedene  Methoden  verwendet,  um  die  exakten  und 
linearisierten  Energiegleichungen  zusammen  mit  ihren  Anfangs-,  Rand-  und  Kopp- 
lungsbedingungen  zu  losen,  und  zwar  die  Laplace-Transformation  und  das  Finite- 
Differenzen-Verfahren.  Zunachst  wird  die  Laplace-Transformation  vorgestellt. 

Die  Laplace-Transformierte  einer  Funktion  /(r)  im  Intervall  0  <  r  <  oo  ist  durch 
Gl.  5.1  definiert  [37]: 

r  oo 

£{f(T)}  =  f(s)=  e~ST  f  (5.1) 

Jo 

Die  exakten  und  linearisierten  Energiegleichungen,  die  Randbedingungen  und  die  Kopp- 
lungsbedingungen  werden  beziiglich  der  dimensionslosen  Zeit  transformiert.  Die  Re- 
chenregeln  fur  die  Transformation  sind  von  Spiegel  zusammengestellt  worden  [38]. 
Durch  diese  Transformation  gehen  die  Gleichungen  vom  Zeitbereich  in  den  Frequenz- 
bereich  iiber. 

Die  exakten  Energiegleichungen  werden  nur  fur  die  Falle  transformiert,  in  denen  ihre 
Koeffzienten  konstant  sind.  Physikalisch  bedeuten  konstante  Koeffizienten  in  den  exak¬ 
ten  Energiegleichungen,  daB  Prozesse  beschrieben  werden,  bei  denen  die  Massenstrome 
aller  drei  Fluide  konstant  sind  oder  sich  sprungformig  zum  Zeitpunkt  r  =  0  andern. 

Die  linearisierten  Energiegleichungen  besitzen  immer  konstante  Koeffizienten. 

Nur  wenn  die  Differentialgleichungen  im  Zeitbereich  konstante  Koeffizienten  besitzen, 
ist  die  Anwendung  der  Laplace-Transformation  sinnvoll:  Im  Zeitbereich  treten  parti- 
elle  Ableitungen  nach  alien  dimensionslosen  Ortskoordinaten  und  der  dimensionslosen 
Zeitkoordinate  auf,  Anh.  B.  Bei  konstanten  Koeffizienten  im  Zeitbereich  treten  im 
Frequenzbereich  nur  noch  partielle  Ableitungen  nach  den  dimensionslosen  Ortskoordi¬ 
naten  auf,  Anh.  C.  Die  Anzahl  der  unabhangigen  Veranderlichen,  nach  denen  partiell 
abgeleitet  wird,  hat  sich  beim  Ubergang  vom  Zeitbereich  in  den  Frequenzbereich  um  1 
verringert.  Die  Differentialgleichungen  im  Frequenzbereich  konnen  dann  analytisch  mit 
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den  Methoden  fiir  gewohnliche  Differentialgleichungen  gelost  werden.  Dies  ist  Anh.  C 
dargestellt. 

Wenn  die  Koeffizienten  der  exakten  Energiegleichungen  zeitabhangig  sind,  ist  eine 
Transformation  fiir  Sonderfalle  moglich  [38],  aber  dann  treten  partielle  Ableitungen 
nach  alien  dimensionslosen  Ortskoordinaten  und  nach  der  Variablen  s  auf,  statt  nach 
der  Variablen  r,  z.B. 

oder 

=  (5.3) 

Die  Anzahl  der  unabhangigen  Veranderlichen,  nach  denen  partiell  abgeleitet  wird,  ver- 
ringert  sich  nicht.  Da  sich  die  Struktur  der  Differentialgleichungen  nicht  vereinfacht, 
ist  die  Anwendung  der  Laplace-Transformation  nicht  sinnvoll. 

In  einem  letzten  Schritt  wird  die  Losung  vom  Frequenzbereich  in  den  Zeitbereich 
zuriicktransformiert.  Grundlage  hierfiir  ist  das  Inversionstheorem  fiir  die  Laplace- 
Transformation,  das  aus  folgendem  Gleichungspaar  besteht  [37]: 


~  r°° 

f(s)  =  /  f(r)e-" dr,  *(»)  >  c,  (5.4) 

Jo 

1  /■7+I00  _ 

Hr)  =  Trrf  J(s)e"ds,  7  >  c.  (5.5) 

Z7TX  J'y—loo 


Aus  diesem  Theorem  hat  Honig  [39]  einen  Algorithmus  zur  numerischen  Inversion  der 
Laplace-Transformation  entwickelt,  der  in  der  vorliegenden  Arbeit  verwendet  wird. 
Das  Inversionsintegral,  Gl.  5.5,  wird  in  eine  Fourier-Reihe  entwickelt,  und  es  werden 
konvergenzbeschleunigende  Methoden  angewendet.  Die  numerische  Inversion  mit  Hilfe 
einer  Fourier-Reihe  wird  von  Roetzel  und  Xuan  [3]  verwendet  und  empfohlen. 
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6  Berechnung  des  instationaren  Verhaltens  mit  dem 
Finit  e-D  iffer  enzen- Ver  fahr  en 

Im  vorigen  Abschnitt  wurde  gezeigt,  wie  die  Laplace-Transformation  verwendet  wird, 
um  partielle  Differentialgleichungen  mit  konstanten  Koeffizienten  zu  losen.  Ihr  Einsatz 
ist  nur  in  diesem  Fall  sinnvoll.  Um  die  exakten  Energiegleichungen  zu  losen,  deren  Ko¬ 
effizienten  Zeitfunktionen  sind,  wird  eine  andere  Methode  benotigt.  In  der  vorliegenden 
Arbeit  wird  ein  explizites  Finite-Differenzen-Verfahren  verwendet. 


6.1  Aufbau  des  Rechennetzes 


Beim  Finite-Differenzen-Verfahren  werden  die  exakten  Energiegleichungen,  Anh.  B, 
durch  finite  Differenzengleichungen  approximiert,  d.h.  die  einzelnen  Terme  der  exak¬ 
ten  Energiegleichungen  werden  mit  Hilfe  von  Werten  an  den  diskreten  Punkten  eines 
Rechennetzes  ausgedriickt. 

Der  Aufbau  des  Rechennetzes  wird  am  Beispiel  des  Kreuzstrom-Warmeiibertragers, 
dessen  Temperaturfelder  zweidimensional  sind,  dargestellt,  Abb.  6.1a.  In  der  Abbildung 
sind  Ortsdiskretisierung  und  Zeitdiskretisierung  getrennt  dargestellt. 

Bei  der  Ortsdiskretisierung  wird  die  in  beiden  Koordinatenrichtungen  f  und  77  zu  1 
normierte  Lange  des  Warmeubertragers  in  nk  bzw.  mk  aquidistante  Intervalle  A£* 
bzw.  A T]k  unterteilt.  Der  hochgestellte  Laufindex  k  zeigt  an,  daft  bei  dem  verwendeten 
Verfahren  die  raumliche  Unterteilung  des  Rechengebiets  von  Zeitschritt  zu  Zeitschritt 
verandert  wird,  wenn  Massenstromschwankungen  auftreten.  Im  Zeitschritt  k  werden  die 
Schwankungen  der  dimensionslosen  Temperaturen  zum  Zeitpunkt  k  + 1  aus  den  Werten 
zum  Zeitpunkt  k  berechnet.  Im  folgenden  ist  zwischen  Zeitschritt  k  und  Zeitpunkt  k 
zu  unterscheiden. 

Die  Abstande  der  Gitterpunkte  in  f  und  77-Richtung  sind  durch  A£fc  =  ^  und  A rf  = 
gegeben.  Die  Ortskoordinaten  an  den  Gitterpunkten  (i,j)  sind  durch  die  Gin.  6.1 
und  6.2  gegeben: 

gd  =  (i-  1)A£*  i  =  1, . . .  ,nk  +  1,  j  =  l,...,mk  +  l  (6.1) 
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Abb.  6.1.  Rechennetze:  a)  Kreuzstrom-Warmeubertrager  (zweidimensional),  b) 

Gegenstrom-Warmeiibertrager  (eindimensional)  und  c)  Verbindungsleitungen  (eindi- 
mensional).  Es  ist  dargestellt,  wie  die  diskreten  Punkte  des  Rechennetzes  im  kontinuierlichen 
Koordinatensystem  liegen. 
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k,  x 


k,  x 


k+1 


k 


k+1 


u 


FTBS-Schema 


Wendroff-Schema 


Abb.  6.2.  Entwicklungspunkt  (£0, to)  der  Taylorreihe  fiir  die  beiden  Differenzenschemen. 
Links:  Beim  FTBS-Schema  (forward  time  backward  space)  fallt  der  Entwicklungspunkt  mit 
einem  Gitterpunkt  zusammen.  Rechts:  Beim  Wendroff-Schema  ist  der  Entwicklungspunkt 
ein  Zwischengitterpunkt. 


Vi,j  =  (j~l)Avk  *=  +  j  =  l,...,m*  +  l.  (6.2) 

Der  Prozefi  wird  fiir  den  Zeitraum  0  <  r  <  re  berechnet,  der  in  0  aquidistante  Zeitin- 
tervalle  At  unterteilt  wird.  Die  Zeitschrittweite  betragt 

a  re  —  0 

At  = - .  (6.3) 

0 

Zum  Zeitpunkt  k  gilt 

t  =  (k  -  l)Ar,  /c=l,...,o+l.  (6-4) 

6.2  Approximation  der  exakten  Energiegleichungen  durch  fi¬ 
nite  Differenzengleichungen 

Urn  darzustellen,  wie  die  exakten  Energiegleichungen  durch  finite  Differenzengleichun- 
gen  approximiert  werden,  wird  das  Rechengitter  in  Abb.  6.2  betrachtet.  Von  besonde- 
rem  Interesse  ist  der  Entwicklungspunkt  {^o,Vo,t0)  fiir  das  Differenzenschema. 

Fiir  das  sogenannte  FTBS-Schema  [40]  fallt  der  Entwicklungspunkt  mit  einem  Git¬ 
terpunkt  ( i,j,k ),  Abb.  6.2  links.  Beim  Wendroff-Schema  [35]  wird  ein  Zwischengitter¬ 
punkt  als  Entwicklungspunkt  gewahlt,  Abb.  6.2  rechts. 
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Tabelle  6.1.  Beziehungen  fiir  die  Bildung  von  finite  Differenzengleichungen.  Das  FTBS- 
Schema  unterscheidet  sich  durch  den  Entwicklungspunkt  (4o>170iro)  vom  Wendroff-Schema. 
In  der  ersten  Zeile  jedes  Kastens  steht  der  Ausdruck,  der  fiir  die  finite  Differenzengleichungen 
verwendet  wird.  Falls  weitere  Zeilen  in  einem  Kasten  folgen,  steht  hier  der  Diskretisierungs- 
fehler.  Fiir  rf  im  Diskretisierungsfehler  der  Linienintegrale  gilt  0  <  77*  <  1  [41]. 


FTBS-Schema 

Wendroff-Schema 

Gitterpunkt 

&  =  (<  -  i)Aefc 

Vo  =  U  - 
T0=  (k-  1)A  T 

Zwischengitterpunkt 

e0  =  ([7  -  j]  -  i)^e 

Vo  =  {j  -  1)At7* 
r0  =  {[k  +  \)  ~  l)Ar 

O' 

p'k 

“ i,j 

Wi 

1  a2  e' 
8  a?2 

4) + + eZn 

T"  (Af‘)2-)Sir0  Ar2 

£o,f?o  V  85  ko,r?o 

+  ... 

ae' 

ae. 

<?'*-<?'*  . 
t »  — 1,7 

Af* 

1 

2 

1  aze'\ 
24  a?3 

jk+\_e'k+\  e'k_e'k 

1,7  t—  1,J  I  1  l,J  l—  1,J 

Af*  1  2  Af* 

T°  (A^)2  if//0  Ar2 

fo.ao  '  ^  ’  8d^ko,Vo 

+  ... 

ae' 

dr 

Qlk+1_g[k 

1'3  x'2 

n  k  +  \  nf  k  Q  k  +  1  cj  k 

1  ei,.i  ~ei,i  1  1 

At 

_iaV|T0  A  , 

2a-2  ko,vo 

2 

1  a3e' 

24  dr 3 

At  1  2  At 

T°  At2  WS  <Z 

Co,J?0  8  a-r  j^0,T70  v 

+  . . . 

IoO'dV 

A,= 1  ei,j 

m 

(At?*)2  d28’  |T0  /  *\  , 

12  <V  k0  W  +  ‘  '  ‘ 

1  r->"m+l  J 

m  4^  =  1  \ 

1  a2e'  I 
8  as2 1 

}  (<£t)  +  e'U,  +  e'ii  +  </#') 

r°  (A^)2  -Iff  P  Ar2} 
to, vo  8  ®T  ko,»?o  J 

(At?*)2  d2o'\TO  /  *\  , 

12  dv2  |fo  W  )  +  •  •  • 

6 

Oij  =  0\{i-  (j  -  1)A r\k 

= * 

([*  -  -  l)ACfe,  (j  -  l)A77fc 

foOdr, 

Z"Z+1*j 

m 

(At?*)2  02|9|  /  *\  | 

12  an2  |fn  w  )  +  ■  ■  ■ 

v.m.+1*-  1 

m 

(a,?*)2  a2e|  /  *\ 

12  ar?2  Ifn  w  J  +  •  ■  • 

0 

Gk  =  0  [(/c  —  l)Ar] 

crfc+2  =  <7 

N1 

N’k  =  N’  [(fc  -  l)Ar] 

jV'*+s  =  N1 

N‘ 
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Die  Koeffizienten  und  der  inhomogene  Anteil  der  exakten  Energiegleichungen  lassen 
sich  an  dem  Punkt  {€q,t)q,t0)  exakt  vor  Beginn  des  eigentlichen  Verfahrens  berechnen. 

Die  Orts-  und  Zeitableitungen  der  Temperaturschwankungen  werden  an  dem  Punkt 
{€0,7)0,  To)  mit  Hilfe  der  Werte  an  den  umliegenden  Gitterpunkten  approximiert.  Dazu 
wird  die  Temperaturschwankung  an  dem  Punkt  {€o,Vo,To)  in  eine  Taylorreihe  ent- 
wickelt.  Anschliefiend  wird  die  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten  [40]  angewen- 
det.  Die  Ergebnisse  sind  in  Tab.  6.1  wiedergegeben. 

Bei  der  Approximation  der  Linienintegrale  wird  die  Trapezregel  verwendet.  Mit  Y 
wird  in  den  Formeln  die  halbe  Gewichtung  des  ersten  und  letzten  Summanden  be- 
zeichnet  [25]. 

Die  Ausdriicke  in  Tab.  6.1  bestehen  z.T.  aus  mehreren  Zeilen.  In  der  ersten  Zeile  steht 
jeweils  der  Ausdruck,  der  fur  die  Bildung  der  finite  Differenzengleichungen  verwendet 
wird.  Wenn  weitere  Zeilen  folgen,  steht  hier  der  Diskretisierungsfehler  [40]. 

Mit  den  finite  Differenzengleichungen  lassen  sich  Temperaturfelder  von  Prozessen  mit 
beliebigen  Massenstromschwankungen  berechnen.  Die  Differenzengleichungen  sind  in 
Anh.  D  zusammengestellt. 

Um  ein  explizites  Finite-Differenzen-Verfahren  mit  einem  moglichst  kleinen  mittleren 
Diskretisierungsfehler  zu  erhalten,  werden  in  dieser  Arbeit  in  jedem  Zeitschritt  beide 
Differenzenschemen  kombiniert,  Anh.  D. 

Ein  wichtiger  Sonderfall  liegt  vor,  wenn  die  Hauptstrome  gasformig  sind  und  der  Um- 
laufstrom  fliissig  ist.  In  der  Regel  sind  die  Verweilzeiten  der  Gasteilchen  im  Warmeiiber- 
trager  sehr  viel  kleiner  als  die  der  Fliissigkeitsteilchen.  Wahlt  man  die  Verweilzeit  der 
Flussigkeit  in  einem  der  Warmeiibertrager  als  Bezugszeit,  verschwindet  die  Zeitablei- 
tung  in  der  Energiegleichung.  Beispielsweise  gilt  fur  den  gasformigen  Hauptstrom  des 
Gegenstrom-Warmeubertragers 
86' 

~(1  +  ct\m)  (N\ m  +  A tim){91m  —  @'wm) 

86' 

—  {N[m  —  &imNim){6\m  —  6wm)  =  ^  ■  (6.5) 

^1^0 

tB 

Das  Verschwinden  der  Zeitableitung  bedeutet,  dafi  sich  die  Gastemperaturen  zu  jedem 
Zeitpunkt  tragheitslos  einstellen,  wobei  die  Vorgeschichte  bedeutungslos  ist.  Daher  ist 
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die  Approximation  der  Ortsableitung  nach  dem  Wendroff-Schema,  das  zwei  Zeitebe- 
nen  miteinander  verkniipft,  nicht  sinnvoll.  Stattdessen  wird  die  Drei-Punkte-Formel 
verwendet  [40]: 


dff 

d£ 


~  +  2ft 2J-  1  W  T0 


9 


(A£k)2 


(6.6) 


Die  vollstandigen  DifFerenzengleichungen  fur  den  Fall  gasformiger  Hauptstrome  sind  in 


Anh.  D  angegeben. 


6.3  Anfangs-  und  Randbedingungen 

Die  Anfangsbedingungen  sind  homogen,  d.h.  fiir  k  —  1  werden  die  Schwankungen  der 
dimensionslosen  Temperaturen  an  alien  Gitterpunkten  gleich  null  gesetzt. 

Als  Randbedingungen  werden  die  Schwankungen  der  dimensionslosen  Eintrittstempe- 
raturen  der  beiden  Hauptstrome  I  und  II  in  das  System  vorgegeben,  Gin.  6.7  bis  6.12. 

Fiir  zwei  gekoppelte  Kreuzstrom-Warmeiibertrager  mit  quervermischtem  Umlaufstrom 
gilt 

Cun  =  =  +  *  =  1,.  ...o+l  (6.7) 

—  Ql,einll(rk)  3n  =  1)  •  ■  '  >  mII  +  1)  k  =  l,...,o+l.  (6.8) 

Fiir  zwei  gekoppelte  Kreuzstrom-Warmeiibertrager  mit  quervermischten  Hauptstromen 
gilt 

Ci  =  Cm(Tk)  k  =  1, . . .  ,o  +  1  (6.9) 

O'un  =  0'uinii(Tk)  k  =  1, . . .  ,o  +  1.  (6.10) 

Fiir  zwei  gekoppelte  Gegenstrom-Warmeiibertrager  gilt 

O'ul  =  0[,emI(rk )  k  =  l,...,o  +  l  (6.11) 

O'un  =  0'i,einII(Tk)  k  =  1, . . .  ,o  +  1.  (6.12) 


6.4  Kopplungsbedingungen 

Wie  die  Kopplungsbedingungen  in  das  Finite-Differenzen-Verfahren  eingehen,  ist  in 
den  Abb.  6.3,  6.4  und  6.5  gezeigt.  Es  ist  jeweils  das  Rechennetz  des  Umlaufstroms 


-70- 


Abb.  6.3.  Kopplungsbedingungen  fiir  den  Umlaufstrom  bei  zwei  zusammengeschalteten 
Kreuzstrom-Warmeubertragern  mit  quervermischtem  Umlaufstrom. 
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Abb.  6.4.  Kopplungsbedingungen  fur  den  Umlaufstrom  bei  zwei  zusammengeschalteten 
Kreuzstrom-Warmeiibertragern  mit  quervermischten  Hauptstromen. 
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Abb.  6.5.  Kopplungsbedingungen  fiir  den  Umlaufstrom  bei  zwei  zusammengeschalteten 
Gegenstrom-Warmeubertragern. 
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fur  die  Rechnung  im  Zeitschritt  k  dargestellt,  d.h.  aus  den  bekannten  Werten  zum 
Zeitpunkt  k  werden  die  neuen  Werte  zum  Zeitpunkt  k  4- 1  berechnet. 

Beim  Kreuzstrom  mit  quervermischten  Hauptstromen  und  unvermischtem  Umlauf- 
strom  in  den  Einzelapparaten  erstreckt  sich  das  Rechennetz  des  Umlaufstroms  in  den 
Warmeiibertragern  auch  in  j-Richtung,  Abb.  6.4.  Aus  Griinden  der  Ubersichtlichkeit 
ist  in  Abb.  6.4  lediglich  eine  Ebene  des  Rechenetzes  mit  j  =  const  abgebildet. 

Die  vier  Kopplungsbedingungen  sind  in  den  Ecken  der  Abbildungen  6.3,  6.4  und  6.5  an- 
gegeben.  Die  gestrichelten  Pfeile  zeigen  an,  wie  die  fehlende  Eintrittstemperatur  eines 
Untersystems  mit  der  berechneten  Austrittstemperatur  des  vorhergehenden  Untersy- 
stems  gleichgesetzt  wird,  Abb.  6.3,  6.4  und  6.5. 

Zu  Abb.  6.5  ist  anzumerken,  daB  die  Berechnung  der  Fiuidtemperaturen  immer  in 
Stromungsrichtung  erfolgen  muB.  So  beginnt  bei  den  Gegenstrom-Warmeiibertragern 
die  Berechnung  des  Umlaufstroms  am  Gitterpunkt  i  —  nk  +  1  und  endet  am  Gitter- 
punkt  i  =  1,  wobei  fur  die  Berechnung  eines  neuen  Punktes  immer  nur  Gitterpunkte 
verwendet  werden  diirfen,  die  weiter  stromaufwarts  liegen.  Dies  spiegelt  die  physikali- 
sche  Tatsache  wider,  dafi  sich  Informationen  mit  der  Stromung  ausbreiten. 


6.5  Netzgenerierung 


Eine  Stabilitatsuntersuchung  der  Differenzengleichungen  fur  die  warmeiibertragenden 
Wande  und  die  AuBenwande  der  Verbindungsleitungen  liefert  fur  jedes  der  vier  Unter- 
systeme  eine  obere  Schranke  fiir  die  Zeitschrittweite  als  notwendiges  Stabilitatskriteri- 
um.  Fiir  die  beiden  Warmeiibertrager  gilt  fiir  alle  Zeitschritte  k  —  1, . . . ,  o  +  1 


At  < 


2u>m 


(N,  -4-  N'A.)  4-  Rn 


M 


T  TT 


(6.13) 


und  fiir  die  Verbindungsleitungen  gilt 


At  < 


2  u>m 


M  =  r,l. 


(6.14) 


N2m  +  N2m 

Mit  den  Ungleichungen  6.13  und  6.14  wird  zunachst  eine  Zeitschrittweite  fiir  das  ge- 
samte  Rechenverfahren  festgelegt. 


Da  die  Wandgleichungen  keine  Ortsableitungen  enthalten,  liefert  ihre  Untersuchung 
kein  Kriterium  fiir  die  Ortsdiskretisierung. 
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Neben  dem  Stabilitatsproblem,  dessen  Auftreten  leicht  zu  erkennen  ist,  konnen  nume- 
rische  Dispersion  und  numerische  Dampfung  die  Berechnungsergebnisse  unbrauchbar 
machen.  Das  Ziel  ist,  bei  vorgegebener  Zeitschrittweite  die  Schrittweiten  in  Ortsrich- 
tung  so  festzulegen,  dafi  die  Auswirkungen  von  numerischer  Dispersion  und  numerischer 
Dampfung  minimiert  werden. 

Um  zu  einem  Kriterium  fiir  die  Netzgenerierung  zu  gelangen,  vvird  nicht  das  gesamte 
System  gekoppelter  partieller  Differentialgleichungen  bzw.  Differenzengleichungen  un- 
tersucht,  sondern  eine  vereinfachte  einzelne  partielle  Differentialgleichung.  Sie  erfaBt 
die  Transporteigenschaften  der  Energiegleichungen  in  Stromungsrichtung  der  Fluide: 


.  .00'  d& 

-(1  +  ff%  =  K97' 


(6.15) 


Die  dimensionslose  Schwankung  der  Stromungsgeschwindigkeit  a  ist  im  Rahmen  dieser 
Untersuchung  eine  Konstante,  d.h.  das  Kriterium  wird  fiir  einen  Zeitschritt  des  Finite- 
Differenzen-Verfahrens  hergeleitet,  in  dem  mit  ok  -  a  gerechnet  wird.  Falls  sich  die 
dimensionslose  Schwankung  der  Stromungsgeschwindigkeit  andert,  ergibt  sich  ein  neues 
Kriterium,  und  es  wird  ein  neues  Rechennetz  erzeugt. 

Die  Losung  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  6.15  mit  den  konstanten  Ko- 
effizienten  (1  +  a)  und  k  setzt  sich  nach  dem  Superpositionsprinzip  aus  Teillosungen 
zusammen.  Diese  ergeben  sich  mit  Hilfe  des  Separationsansatzes  [35].  Sie  haben  die 
Gestalt 


O'  —  6'  exp  [1  (Qr  -  A£)]  mit  Q  = 


1  +  a 


(6.16) 


Die  Teillosungen  fiir  Gl.  6.15  sind  nach  Gl.  6.16  harmonische  Wellen.  Jede  Welle  ist 
durch  ihre  dimensionslose  Kreisfrequenz  fi  und  ihre  dimensionslose  Wellenzahl  A  cha- 
rakterisiert.  Gibt  man  fiir  eine  Teillosung  die  dimensionslose  Kreisfrequenz  vor,  so  ist 
die  Wellenzahl  durch  Gl.  6.16  festgelegt.  Die  Teillosungen  breiten  sich  alle  ungedampft 
mit  der  gleichen  Geschwindigkeit 


1  +  a 


—  const 


(6.17) 


in  positiver  £-Richtung  aus.  Dieses  Verhalten  wird  als  dispersionsfrei  bezeichnet. 

Liegt  bei  einer  partiellen  Differentialgleichung  Dispersion  vor,  so  ist  die  Ausbreitungs- 
geschwindigkeit  der  verschiedenen  Teillosungen  unterschiedlich  grofi  [40]: 


/(A)  ±  const. 


(6.18) 
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Liegt  bei  einer  partiellen  Differentialgleichung  Dampfung  vor,  so  nimmt  die  Amplitude 
der  Wellen  mit  der  Zeit  ab  [40]. 

Da  die  exakten  Teillosungen  von  Gl.  6.15  weder  Dampfung  noch  Dispersion  aufwei- 
sen,  soli  das  Rechennetz  des  Finite-Differenzen-Verfahrens  moglichst  so  diskretisiert 
werden,  dafi  dort  auch  keine  Dampfung  und  Dispersion  auftritt. 


6.5.1  Beziehung  zwischen  Kreisfrequenz  und  Wellenzahl  beim 
FTBS-Schema 


Das  FTBS-Schema  fur  Gl.  6.15  lautet 


-(!+<**) 


»;*  -  -  »;*■ 


(6.19) 


In  das  Schema  wird  eine  Teillosung  eingesetzt,  bei  der  der  Zusammenhang  zwischen  A 


und  Cl  zunachst  unbestimmt  ist: 


9\k  =  6’  exp  (lCl(k  -  1)  Ar  -  JA (i  -  1)  A£fc)  . 


(6.20) 


Gleichung  6.20,  in  Gl.  6.19  eingesetzt,  ergibt  die  diskrete  Dispersionsbeziehung  6.21. 


f!  =  -Z-  In  + 

A  r  l  k  A£k  k  A£fc 


(6.21) 


Gleichung  6.21  zeigt,  daB  sich  bei  einer  willkiirlichen  Wahl  von  Ort-  und  Zeitschrittwei- 
te  ein  komplizierter  Zusammenhang  zwischen  Wellenzahl  und  Kreisfrequenz  ergibt,  der 
in  der  Regel  komplex  ist.  In  diesem  Fall  treten  numerische  Dispersion  und  numerische 
Dampfung  auf. 


Wenn  in  der  diskreten  Dispersionsbeziehung  6.21 

A  e  =  l  +  q* 
Ar  k 


(6.22) 


gewahlt  wird,  haben  alle  Teillosungen  der  finiten  Differenzengleichungen  die  gleiche 
Ausbreitungsgeschwindigkeit  wie  die  der  partiellen  Differentialgleichungen  und  sind 
wie  diese  ungedampft.  Es  gilt 

-  =  lid.  (6.23) 

A  K 


Entsprechende  Uberlegungen  gelten  fur  das  Wendroff-Schema. 
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6.5.2  Beziehung  zwischen  Kreisfrequenz  und  Wellenzahl  beim 
Wendroff-Schema 


Das  Wendroff-Schema,  das  Gl.  6.15  approximiert,  lautet 


fc+i,i  le'f-el,  e'k+l  -  e'^1]  if  e\i\l  -  e'^ 


Vfc+l  _  a'k 


•  (6.24) 


Die  diskrete  Dispersionsbeziehung  ergibt  sich  durch  das  Einsetzen  von  Gl. 
Gl.  6.24  zu 


6.20  in 


T  /  1  4.  pZAAC*  ,  1  +ffk  +  ?  At  _  1  +  <t*  +  *  At  2AA£k 
Q  _  _ln  «  aF  k  A^e 

Ar  y  1  -|  cIh^k  1+g*+^  a^t  |  i+^+?  At^cjaa^ 


Durch  die  Wahl 


A£*  _  1  +ak 
At 


treten  weder  numerische  Dispersion  noch  numerische  Dampfung  auf.  Es  gilt 

Q  1  +  <7k+2 

A  «; 


(6.25) 


(6.26) 


(6.27) 


Die  Gin.  6.22  und  6.26  sind  fur  das  FTBS-Schema  bzw.  das  Wendroff-Schema  die 
Kriterien  fur  die  Netzgenerierung. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  in  jedem  Zeitschritt  eine  Kombination  von  FTBS- 
Schema  und  Wendroff-Schema  verwendet.  Die  Kriterien  fur  die  Netzgenerierung  eines 
Zeitschritts.  Gl.  6.22  und  Gl.  6.26,  beinhalten  jedoch  den  Parameter  a  zu  zvvei  verschie- 
denen  Zeitpunkten,  namlich  ok  bzw.  crfc+2.  Um  ein  einheitliches  Kriterium  zu  erhalten, 
wird  willkurlich  der  Parameter  ok+2  fur  die  Netzgenerierung  gewahlt.  Dies  ist  zulassig, 
wenn  die  Zeitschrittw'eite  At  klein  gewahlt  wird. 

Aus  Gl.  6.26  wird  zunachst  die  Anzahl  der  Intervalle  in  Ortsrichtung  berechnet.  Hier 
muB  in  der  Regel  gerundet  werden,  da  die  Anzahl  der  Intervalle  eine  natiirliche  Zahl 
sein  muB.  Mit 


A£ *  = - 

nK 

ergibt  sich  aus  Gl.  6.26  die  Anzahl  der  Intervalle  in  Ortsrichtung: 


(6.28) 


At  l  +  ak+2 


(6.29) 
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wobei  nk  ein  gerundeter  Wert  ist.  Im  Rechenprogramm  wird  hierzu  die  Integer- Funktion 
INT  verwendet  [42],  Sie  rundet,  indera  alle  Nachkommastellen  fortgelassen  werden.  Die 
tatsachlich  vorliegende  Ortsschrittweite  ist  dann  der  Kehrwert  von  nk . 

Beim  Kreuzstrom  gilt  fiir  die  Ortsdiskretisierung  in  Stromungsrichtung  des  Haupt- 
stroms 

nk  —  -~r  =  INT 

A£k 

und  in  Stromungsrichtung  des  Umlaufstroms 


INT  x - 

lAti+4  ! 


(6.31) 


Fiir  die  Verbindungsleitung  gilt 


Eine  Besonderheit  tritt  beim  Gegenstrom  auf.  Es  ergeben  sich  zwei  Kriterien  fiir  Dis- 
kretisierung  der  einzigen  Ortskoordinate,  wenn  die  Stromungsgeschwindigkeiten  der 
beiden  Fluide  unterschiedlich  grofi  sind: 


(6.33) 

(6.34) 


Beim  Gegenstrom-Warmeiibertrager  wird  in  jedem  Zeitschritt  auf  zwei  Netzen  gerech- 
net.  Die  Vorgehensweise  ist  in  Abb.  6.6  veranschaulicht. 


Ausgangspunkt  der  Betrachtung  ist  der  Zeitpunkt  k,  fiir  den  alle  Temperaturfelder 
bekannt  sind.  Es  liegen  zwei  Rechennetze  vor,  wobei  das  eine  in  bezug  auf  numerische 
Dispersion  und  Dampfung  fiir  den  Fluidstrom  1  und  das  andere  fiir  den  Fluidstrom  2 
nach  den  Gin.  6.33  bzw.  6.34  optimiert  ist. 


Zunachst  werden  die  Wandtemperaturen  des  neuen  Zeitpunkts  k  +  1  berechnet,  wofiir 
die  Temperaturen  der  beiden  Fluidstrome  und  die  Wandtemperaturen  zum  Zeitpunkt 
k  benotigt  werden. 


Fiir  den  Fluidstrom  1  ist  der  Wert  am  Eintritt  des  Warmeiibertragers  durch  die  Rand- 
bedingung  vorgegeben.  Mit  den  Fluid-  und  Wandtemperaturen  zum  Zeitpunkt  k  und 
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Zeitpunkt  k 


k+l 


k+1 


zwei  aufbereitete  Netze 


neue  Wandtemperaturen  neue  Fluidtemperaturen 

berechnen  berechnen 


Abb.  6.6.  Besonderheit  beim  Gegenstrom.  Da  die  Stromungsgeschwindigkeiten  der  Fluid- 
strome  1  und  2  in  der  Regel  unterschiedlich  grofi  sind,  muG  gleichzeitig  auf  zwei  Netzen  gerech- 
net  werden,  um  die  Auswirkungen  von  numerischer  Dispersion  und  numerischer  Dampfung 
zu  minimieren.  Die  Rechnung  ist  im  Zeitschritt  k  dargestellt,  d.h.  mit  Hilfe  der  bekannten 
Werte  zum  Zeitpunkt  k  werden  neue  Werte  zum  Zeitpunkt  k  +  l  berechnet.  AnschlieGend 
werden  beide  Rechennetze  fur  die  Berechnung  des  Zeitschritts  k  +  l  aufbereitet. 
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der  Fluidtemperatur  am  Eintritt  zum  Zeitpunkt  k+1  wird  das  gesamte  Temperaturfeld 
des  Fluids  1  bis  zum  Austritt  mit  dem  Wendroff-Schema  berechnet. 

Beim  Fluidstrom  2  wird  ebenfalls  in  Stromungsrichtung,  d.h.  entgegen  der  Koordina- 
tenrichtung,  gerechnet,  Abb.  6.5.  Da  keine  Randbedingung  am  Fluideintritt  vorliegt 
und  die  Kopplungsbedingungen  erst  verwendet  werden  konnen,  wenn  auch  die  Tempe- 
raturfelder  der  Verbindungsleitungen  berechnet  sind,  wird  die  Berechnung  des  Wertes 
am  Gitterpunkt  i  =  nk  +  1  zunachst  offen  gelassen,  Abb.  6.5.  Der  Wert  am  Gitter- 
punkt  i  —  nk  wird  mit  dem  FTBS-Schema  berechnet,  das  nur  Werte  zum  Zeitpunkt  k 
benotigt.  Ab  dem  Gitterpunkt  nk  —  1  wird  das  Wendroff-Schema  verwendet,  das  einen 
kleineren  Diskretisierungsfehler  besitzt. 

1st  diese  Berechnung  abgeschlossen,  wird  der  fehlende  Wert  der  Temperatur  des  Fluid- 
stroms  2  am  Eintritt  zum  Zeitpunkt  k  + 1  mit  der  Kopplungsbedingung  erganzt,  so  dafi 
schliefilich  samtliche  Fluidtemperaturen  fur  den  Zeitpunkt  k  +  1  bekannt  sind,  Abb.  6.5 
und  6.6. 

Fur  den  Fall,  daft  sich  die  Massenstrome  und  damit  die  Strdmungsgeschwindigkeiten 
der  Fluide  andern,  wird  bei  der  Berechnung  des  folgenden  Zeitschritts  k+1  ein  neues 
Rechennetz  erzeugt,  Abb.  6.6.  Dazu  werden  die  Ort-  und  Zeitschrittweiten  nach  den 
Optimierungskriterien  6.33  und  6.34  ermittelt.  Die  Temperaturen  an  den  neuen  Git- 
terpunkten  werden  aus  den  vorhandenen  Werten  interpoliert,  so  dafi  die  Berechnung 
des  neuen  Zeitschritts  erfolgen  kann. 

Die  Berechnung  der  Kreuzstrom-Warmeiibertrager  und  der  Verbindungsleitungen  er- 
folgt  nach  dem  gleichen  Muster,  wobei  lediglich  ein  Rechennetz  pro  Zeitschritt  verwen¬ 
det  wird. 
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7  Beispiele  zum  instationaren  Verhalten 


Es  werden  die  drei  Systeme  untersucht,  die  in  Abb.  4.4  dargestellt  sind.  Aus  der  Ab- 
bildung  geht  hervor,  vvelche  Stromfuhrung  in  den  Warmeiibertragern  vorliegt  und  mit 
welchen  Ortskoordinaten  die  einzelnen  Untersysteme  beschrieben  werden.  In  den  Bei- 
spielen  sind  jeweils  zwei  identische  Warmeiibertrager  zusammengeschaltet,  die  durch 
zwei  identische  Rohrleitungen  verbunden  sind.  Die  Hauptstrome  sind  gasformig,  das 
umlaufende  Fluid  ist  eine  Fliissigkeit.  Im  stationaren  Ausgangszustand  sind  die  Warme- 
kapazitatsstrome  der  beiden  gasformigen  Hauptstrome  gleich  grofi.  Damit  das  Problem 
vollstandig  beschrieben  ist,  werden  die  Kennzahlen  der  Energiegleichungen  in  Anh.  B 
festgelegt. 

Die  Yerweilzeit  der  Fliissigkeitsteilchen  in  den  Warmeiibertragern  ist  sehr  viel  groBer 
als  die  der  Gasteilchen  [12]: 

tV2 1  tvll  (7.1) 

tV2ii  >  tylJJ.  (7.2) 


Wenn  man  die  Verweilzeit  der  Fliissigkeitsteilchen  tV2i  als  Bezugszeit  tB  wahlt,  konnen 
die  dimensionslosen  Verweilzeiten  der  Gasteilchen  gleich  null  gesetzt  werden: 


«i  /  =  ^-  =  0  (7.3) 

Kin  =  ~~  =  0.  (7.4) 


Im  stationaren  Ausgangszustand  sind  die  dimensionslosen  Verweilzeiten  der  Fliissig¬ 
keitsteilchen  in  beiden  Warmeiibertragern  gleich  grofi,  da  die  beiden  Warmeiibertrager 
identisch  sind: 


tv2 1  ! 

k2  I  -  ~ —  =  1 

G2  / 

(7.5) 

tv2  II 

K2 II  =  =1. 

tv2r 

(7.6) 

Fur  die  dimensionslose  Verweilzeit  der  Fliissigkeitsteilchen  in  den  identischen  Verbin- 
dungsleitungen  wird  gewahlt: 


k2  t 


tv2I 


(7.7) 


Im  stationaren  Ausgangszustand  benotigen  alle  Fliissigkeitsteilchen  des  Umlaufstroms 
fiir  einen  Umlauf  die  dimensionslose  Zeit 

Tv, tot  =  K2  I  +  K2  r  +  &21  +  K2 II  (7-9) 

=  1  +  10  +  1  +  10 
=  22. 


Alle  Teilchen  verbringen  die  gleiche  Zeit  in  den  einzelnen  Untersystemen. 

Fiir  die  Kennzahlen  N  =  aA/W  und  die  Warmekapazitatsstromverhaltnisse  #2,1/  und 
R.2,111  werden  folgende  Zahlenwerte  gewahlt: 


Nii  —  Nm  —  Ni  =  8 
N2i  =  N2jj  =  N2  =  12 
#2,1/  =  #2,1  II  =  #2,1  =  4. 


(7.10) 

(7.11) 

(7.12) 


Die  Kennzahlen  N2  und  #2,i  hangen  nach  den  Gin.  2.45  und  2.46  voneinander  ab. 

Aus  den  Gin.  7.10  bis  7.12  ergeben  sich  die  NTU-Wevte  der  beiden  Warmeiibertrager: 


NTUi  = 


N\N2R2ti 
Ni  +  iV2#2,i 


=  6,857. 


(7.13) 


Fiir  die  Verbindungsleitungen  wird  gewahlt: 

N2t  =  N2l  =  1. 


(7.14) 


Weiterhin  werden  die  Kennzahlen  uj  und  luu  in  den  Differentialgleichungen  fiir  die 
warmeiibertragenden  Wande  festgelegt.  Fiir  die  identischen  Einzelapparate  gilt 


Cwi 

LOl  =  - - — Ku 

Gi  / 

U>II  --  U )j. 


(7.15) 

(7.16) 


Der  Zahlenwert  der  dimensionslosen  Verweilzeit  Ku  ist  sehr  klein  und  wurde  in  Gl.  7.3 
gleich  null  gesetzt.  Bei  der  Berechnung  von  ujj  muB  jedoch  beriicksichtigt  werden,  dafi 
die  Warmekapazitat  der  warmeiibertragenden  Wand  Cwi  in  der  Regel  sehr  viel  grofier 
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ist  als  die  Warmekapazitat  des  Gases  Cm  das  sich  in  dem  Warmeiibertrager  befindet 
[12].  Daher  ergibt  sich  ein  endlicher  Wert  fur  c Jj.  Fiir  die  Beispiele  wird  gewahlt: 

u>]  =  u}jj  —  5  (/.17) 

Fiir  die  Verbindungsleitungen  sind  die  Kennzahlen  uT  und  ut  in  den  Differentialglei- 
chungen  fiir  die  Rohrwand,  Anh.  B,  durch 

UT 
Ur 

gegeben.  Fiir  die  Beispiele  wird  gewahlt: 

ur  =  ut  =  1.  (7.20) 

Der  Exponent  der  Reynolds-Zahl  im  Potenzansatz  fiir  die  Nufleltzahl,  Gl.  4.66,  geht 
ebenfalls  in  die  Energiegleichungen  ein.  Er  legt  den  Zusammenhang  zwischen  der  Schwan- 
kung  der  Stromungsgeschwindigkeit  und  der  des  Warmeiibergangskoeffizienten  fest.  In 
den  Beispielen  wird  fur  alle  Untersysteme  der  Wert  m  =  0,8  gewahlt.  Alle  Kennzahlen 
fiir  die  Beispiele  sind  in  Tab.  7.1  zusammengestellt. 

Die  fiinf  EingangsgroBen,  fiir  die  die  Systemantwort  ermittelt  wird,  sind 

1.  die  Schwankung  der  dimensionslosen  Eintrittstemperatur  des  warmen  Haupt- 
stroms,  6[I  ein, 

2.  die  Schwankung  der  dimensionslosen  Eintrittstemperatur  des  kalten  Hauptstroms, 

@  1/7,  eim 

3.  die  dimensionslose  Schwankung  der  Stromungsgeschwindigkeit  des  warmen  Haupt¬ 
stroms,  an, 

4.  die  dimensionslose  Schwankung  der  Stromungsgeschwindigkeit  des  kalten  Haupt¬ 
stroms,  am,  und 

5.  die  dimensionslose  Schwankung  der  Stromungsgeschwindigkeit  des  Umlaufstroms, 
cr2. 


C, 


Wt 


C,T 

Ui 


«2  r 


(7.18) 

(7.19) 
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Tabelle  7.1.  Kennzahlen  fur  die  instationaren  Beispiele.  Die  drei  Systeme,  die  in  Abb.  4.4 
dargestellt  sind,  besitzen  in  den  Beispielen  die  aufgelisteten  Kennzahlen.  Im  oberen  Teil  stehen 
die  Kennzahlen  fiir  die  Warmeiibertrager  und  im  unteren  Teil  die  fiir  die  Verbindungsleitun- 
gen.  Die  Bedeutung  der  Kennzahlen  ist  in  der  Auflistung  der  Formelzeichen  und  in  Anh.  B 
angegeben.  _ _ 


Kennzahl 

Zahlenwert 

ii 

<:< 

8 

mu  =  mu  i 

0,8 

N21  —  N2ii 

12 

m2I  =  m2n 

0,8 

■#2,1/  =  #2,1// 

4 

Ku  =  K1II 

0 

«2J  -  ^2 II 

1 

LOi  =  Uji 

5 

II 

f-. 

1 

m2r  =  rn2i 

0,8 

k 2r  =  k2i 

10 

UJr  =  UJl 

1 
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Eintrittstem- 1 
peratur  =  ? 


t 


/ 


Kreuzstrom-WU  I 


|  Austrittstemperatur  =  ? 


Umlaufstrom 


Austrittstemperatur  =T~ 


Hauptstrom  I 
Schwankung  der  Eintrittstemperatur  I 


Hauptstrom  II 


Austrittstemperatur  =  ? 


Kreuzstrom-WU  II 


|  Austrittstemperatur  =  ?  / 


Eintrittstem¬ 
peratur  =  ? 


Abb.  7.1.  ProzeB,  der  das  Verhalten  des  Gesamtsystems  veranschaulicht.  Es  sind  zwei 
Kreuzstrom-Warmeubertrager  mit  quervermischtem  Umlaufstrom  zusammengeschaltet.  Die 
Eingangsgrofie  ist  ein  Einheitssprung  der  Schwankung  der  dimensionslosen  Eintrittstempera¬ 
tur  der  Hauptstroms  I.  Der  zeitliche  Verlauf  der  sechs  Ein-  und  Austrittstemperaturen,  die 
durch  Fragezeichen  gekennzeichnet  sind,  wird  in  Abschnitt  7.1  diskutiert. 
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7.1  Verhalten  des  Gesamtsystems 

In  diesem  Beispiel  wird  das  Gesamtverhalten  des  Systems  dargestellt.  Es  werden  auch 
dimensionslose  Temperaturschwankungen  des  umlaufenden  Fluids  im  Innern  des  Sy¬ 
stems  betrachtet.  In  den  dann  folgenden  Beispielen  sind  nur  noch  die  Schwankungen 
der  dimensionslosen  Austrittstemperaturen  der  Hauptstrome  als  Ausgangsgrofien  des 
Gesamtsystems  von  Interesse. 

Eingangsgrofie  ist  ein  Einheitssprung  der  Schwankung  der  dimensionslosen  Eintritts- 
temperatur  des  Hauptstroms  I: 

Cnr  =  1.  1-  >  0-  (7-21) 

Das  System,  in  dem  der  Prozefi  ablauft,  besteht  aus  zwei  gekoppelten  Kreuzstrom- 
Warmeiibertragern  mit  quervermischtem  Umlaufstrom,  Abb.  7.1.  Die  Koordinatensy- 
steme,  in  denen  der  Prozefi  beschrieben  wird,  sind  in  Abb.  4.4  dargestellt. 

Abbildung  7.2  zeigt,  dafi  sich  das  Gesamtsystem  zyklisch  einem  neuen  stationaren  Zu- 
stand  entgegenbewegt.  Im  Detail  lafit  sich  der  zeitliche  Verlauf  der  Temper atursignale 
in  Abb.  7.2  folgendermafien  erklaren:  Der  Prozefi  wird  durch  den  Einheitssprung  von 
9[einI  eingeleitet,  Abb.  7.1.  Aufgrund  der  Quervermischung  des  Umlaufstroms  wird 
Energie  sofort  zum  Austritt  des  Hauptstroms  von  Apparat  I  transportiert,  so  dafi  9[ausI 
ab  t  —  0  -  beginnend  mit  der  Steigung  Null  -  ansteigt,  Abb.  7.4a.  Der  Sprung  der 
dimensionslosen  Temperaturschwankung  des  Hauptstroms  I  wandert  in  dem  gewahlten 
Zeitmafistab  mit  unendlicher  hoher  Geschwindigkeit  durch  den  Apparat  I  und  erreicht 
bereits  bei  r  =  0  die  Linie  fj  =  1,  so  dafi  9[ausJ  bei  r  =  0  eine  Diskontinuitat  besitzt, 
Abb.  7.4a.  Die  Grofie  des  Sprungs  ist  durch 

,ausi(T  =  0)  =  exp  (— JVi)  (7.22) 

gegeben.  Dieses  Ergebnis  liefert  die  Anwendung  des  Anfangswertsatzes  der  Laplace- 
Transformation  Gl.  7.40.  Der  Zahlenwert  fur  das  Beispiel  betragt 

Q'i,ausi(T  —  0)  =  e~8  =  3, 35  ■  10~4.  (7.23) 

Die  dimensionslose  Schwankung  der  Eintrittstemperatur  des  Umlaufstroms  in  den  Ap¬ 
parat  I  6'2I(t]i  =  0)  bleibt  bis  r  =  21  konstant,  Abb.  7.4c,  da  in  den  Verbindungsleitun- 
gen  und  im  Apparat  II  noch  umlaufendes  Fluid  mit  den  Temperaturen  des  stationaren 
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Ausgangszustands  vorhanden  ist.  Beide  Eingangssignale  fur  den  Apparat  I.  6[  einI  und 
0'2I(t)i  =  0),  sind  bis  r  =  21  konstant.  Daher  bewegt  sich  dieses  Untersystem  einem 
neuen  Beharrungszustand  entgegen,  Abb.  7.3. 

Dieser  Vorgang  wird  bei  r  =  21  durch  das  Ansteigen  des  Eingangssignals  d2i(Vi  =  0) 
abgebrochen,  Abb.  7.3.  Dessen  zeitlicher  Verlauf  lafit  sich  auf  das  Signal  0'2i(r]i  =  1) 
zuriickfiihren,  das  aufgrund  der  vorgehenden  Uberlegungen  zunachst  einen  asymptoti- 
schen  Verlauf  hat,  Abb.  7.3.  Es  wird  durch  die  rechte  Verbindungsleitung  zum  Eintritt 
des  Apparats  II  transportiert.  Die  Verbindungsleitung  bewirkt  im  wesentlichen  eine 
zeitliche  Verschiebung  des  Signals,  Abb.  7.3.  Ein  solches  System  ward  als  Totzeitsy- 
stem  [23]  bezeichnet. 

Nach  r  =  10  erhalt  Apparat  II  zum  ersten  Mai  ein  von  null  verschiedenes  Eingangs- 
signal  0'2II(t]ii  —  0),  Abb.  7.4b.  Aufgrund  der  Quervermischung  steigt  das  Ausgangs- 
signal  des  Gesamtsystems  0[  ausII  ab  r  =  10  -  beginnend  mit  der  Steigung  Null  -  an, 
Abb.  7.4b.  Da  das  Eingangssignal  fur  den  Apparat  II  0'2II(rjn  =  0)  einen  asymptoti- 
schen  Verlauf  hat  und  das  Eingangssignal  B'l  einII  konstant  ist,  bewegt  sich  auch  das 
Untersystem  II  einem  Beharrungszustand  entgegen.  Damit  hat  das  Signal  d2II(r]n  =  1) 
einen  asvmptotischen  Verlauf,  Abb.  7.3.  Nachdem  dieses  durch  die  linke  Verbindungs¬ 
leitung  transportiert  worden  ist,  erreicht  es  den  Eintritt  in  den  Apparat  I.  Das  asym- 
ptotisch  ansteigende  Eingangssignal  d'2I(r]i  =  0)  leitet  bei  r  =  21  einen  zweiten  Zyklus 
ein.  indem  der  sich  im  Untersystem  I  einstellende  Beharrungszustand  gestort  wird. 
Der  Gesamtprozefi  ist  zyklisch,  wobei  sich  einstellende  Beharrungszustande  durch  Si- 
gnale,  die  mit  dem  umlaufenden  Fluid  transportiert  werden,  gestort  werden.  Schliefilich 
erreicht  das  Gesamtsystem  einen  neuen  stationaren  Zustand,  wie  Abb.  7.2  zeigt. 


7.2  Verdeutlichung  der  Auswirkungen  der  inneren  Zirkulati- 
on 


Wie  in  Abschnitt  7.1  wird  das  System  aus  zwei  gekoppelten  Kreuzstrom-Warmeiiber- 
tragern  mit  quervermischtem  Umlaufstrom  betrachtet.  EingangsgroBe  ist  ein  Recht- 
eckimpuls  der  Schwankung  der  dimensionslosen  Eintrittstemperatur  des  Hauptstroms 
I,  Abb.  7.5: 


einl 


1  0  <  T  <  1 


(7.24) 
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Abb.  7.2.  Systemantwort  fur  den  Prozefi,  der  in  Abb.  7.1  dargestellt  ist.  Die  Kurven  fiir 
den  Warmeiibertrager  I  sind  gestrichelt  und  die  fiir  den  Warmeiibertrager  II  durchgezogen. 
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a)  b) 


20,5  21,0  21,5  22,0 


X 

Abb.  7.4.  VergroBerte  Darstellung  von  Abb.  7.3.  Fur  drei  wichtige  Zeitintervalle,  in  denen 
die  Schwankungen  der  dimensionslosen  Temperaturen  zu  steigen  beginnen,  sind  ihre  Zeit- 
verlaufe  aus  Abb.  7.3  vergroBert  dargestellt.  Von  besonderem  Interesse  sind  die  Anfangsstei- 
gung  und  eine  mogliche  Diskontinuitat. 
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Abb.  7.5.  Prozefi,  der  verdeutlicht,  wie  sich  die  innere  Zirkulation  des  Systems  auswirkt.  Es 
sind  zwei  Kreuzstrom-Warmeiibertrager  mit  quervermischtem  Umlaufstrom  zusammenge- 
schaltet.  Die  Eingangsgrofle  ist  ein  Rechteckimpuls  der  dimensionslosen  Eintrittstemperatur 
des  Hauptstroms  I. 
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K 


einl 


0  1  <  r. 


(7.25) 


Auf  diese  Weise  wird  dem  System  kurzzeitig  zusatzliche  Energie  zugeftihrt.  Der  zeitliche 
Verlauf  der  beiden  Ausgangsgrofien  ist  in  Abb.  7.6  dargestellt.  Fiir  grofie  Zeiten  erreicht 
das  System  wieder  den  stationaren  Ausgangszustand,  d.h.  die  zusatzlich  eingebrachte 
Energie  wird  vollstandig  aus  dem  System  herausgetragen,  Abb.  7.6. 


Das  Eingangssignal  wird  in  zwei  Ausgangssignale  aufgespalten,  deren  zeitliche  Verlaufe 
wellenformig  gegen  Null  gehen,  Abb.  7.6.  Diese  Kurvenverlaufe  sind  charakteristisch 
fiir  ein  System  mit  innerer  Zirkulation  [43] . 


Nach  Gl.  7.10  betragt  die  dimensionslose  Zeit,  die  die  Fliissigkeitsteilchen  fiir  einen 
Umlauf  benotigen,  TVitot  —  22.  Zwar  liegt  die  Vermutung  nahe,  dafi  dies  der  Abstand 
der  wiederkehrenden  Maxima  in  Abb.  7.6  ist.  Dies  ist  jedoch  nicht  der  Fall,  da  die  um- 
laufenden  Signale  aufgrund  der  Warmekapazitaten  im  System  verzerrt  werden.  Dieser 
Effekt  ist  in  Abb.  7.7  veranschaulicht.  Fiir  drei  Systeme  mit  unterschiedlich  grofier 
Warmekapazitat  der  Wande  ist  die  Schwankung  der  dimensionslosen  Austrittstempe- 
ratur  des  Hauptstroms  II  iiber  der  Zeit  dargestellt: 


1.  Kurve  a  in  Abb.  7.7  gilt  fiir  ein  System,  bei  dem  die  Warmekapazitat  der  Wande 
hoch  ist: 


u>i  —  lojj  —  10  (7.26) 

ur  =  u>i  =  2.  (7.27) 


2.  Kurve  b  in  Abb.  7.7  gilt  fiir  das  Ausgangssystem  mit 

ujj  —  ujjj  =  5 

U)r  =  u Ji  —  1. 


(7.28) 

(7.29) 


3.  Kurve  c  in  Abb.  7.7  gilt  fiir  ein  System  mit  sehr  kleiner  Warmekapazitat  der 
Wande: 


uij  —  cojj  —  10  3  (7.30) 

=  uh  =  IQ'3.  (7.31) 


Abbildung  7.7  zeigt,  dafi  bei  sehr  kleiner  Warmekapazitat  der  Wande  die  umlaufenden 
Signale  mit  der  Periode  22  wiederkehren.  Bereits  hier  ist  eine  Verbreiterung  der  Maxima 
mit  der  Zeit  zu  erkennen.  Je  grofier  die  Warmekapazitat  des  Systems  ist,  desto  grofier 
sind  die  Abstande  der  Maxima,  Abb.  7.7  a  und  b. 
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®  l,aus  II 


Abb.  7.7.  Antworten  verschiedener  Systeme  fiir  den  Prozefi,  der  in  Abb.  7.5  dargestellt  ist. 
Der  zeitliche  Verlauf  der  Schwankung  der  dimensionslosen  Austrittstemperatur  des  warmeauf- 
nehmenden  Hauptstroms  II  ist  fur  drei  verschiedene  Systeme  dargestellt:  a)  Ausgangssystem 
mit  den  Parametern  aus  Abschnitt  7,  b)  System,  bei  dem  die  Warmekapazitaten  der  Wande 
doppelt  so  grofi  sind  wie  beim  Ausgangssystem,  c)  System,  bei  dem  die  Warmekapazitaten 
der  Wande  sehr  klein  sind.  Die  Fluidparameter  sind  bei  alien  drei  Systemen  gleich  grofi. 
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7.3  Systemantwort  auf  die  Testfunktionen  Sprung  und  har- 
monische  Schwingung 

In  diesem  Abschnitt  werden  die  drei  Systeme,  die  in  Abb.  4.4  dargestellt  sind,  fur  den 
Fall  untersucht,  daft  jeweils  eine  einzige  EingangsgroBe  vorgegeben  wird,  die  entweder 
sprungformig  ist  oder  harmonisch  schwingt. 

Von  den  beiden  AusgangsgroBen  des  Systems  wird  aus  Griinden  der  Ubersichtlichkeit 
ausschliefilich  die  Schwankung  der  dimensionslosen  Austrittstemperatur  des  Haupt- 
stroms  II  betrachtet. 

Wenn  es  sich  bei  der  einzigen  vorgegebenen  EingangsgroBe  um  eine  harmonische  Schwin¬ 
gung  handelt,  antwortet  das  System  -  nach  einem  Einschwingvorgang  -  mit  einer  har- 
monischen  Schwingung  gleicher  Frequenz  [23].  Voraussetzung  hierfur  ist,  daB  der  ProzeB 
mit  den  linearisierten  Energiegleichungen  beschrieben  wird.  Amplitude  und  Phasenlage 
der  Systemantwort  werden  durch  den  Frequenzgang  bestimmt.  Zu  jeder  der  fiinf  Ein- 
gangsgroBen  gehort  ein  Frequenzgang.  Er  ergibt  sich  aus  der  Ubertragungsfunktion. 
Da  hier  fiinf  Eingangsgrofien  und  eine  Ausgangsgrofie  betrachtet  werden,  gibt  es  fiinf 
Ubertragungsfunktionen: 


Gui'ii(s)  — 

Gm,in(s)  = 

^l,ausl  l($) 

@l,einl(S) 

^l,ausll  (®) 

(7.32) 

(7.33) 

^1  ,einll(s) 

Gui,<ru(s )  — 

®\,ausll  (^) 

di/(s) 

(7.34) 

Gl  II,aUI(s)  = 

® l,ausll  (®) 

Oi  n{s) 

(7.35) 

Gvi,<t7{s )  = 

^ l,ausll  (®) 

d2(s) 

(7.36) 

Die  rechten  Seiten  der  Gin.  7.32  bis  7.36  sind  aus  Anh.  C  bekannt.  Der  Frequenzgang 
ist  der  Ausschnitt  G(s  =  IQ)  aus  der  Ubertragungsfunktion  [23].  Grafisch  wird  der 
Frequenzgang  dargestellt,  indem  fur  verschiedene  dimensionslose  Kreisfrequenzen  Q 
die  Werte  der  komplexen  Funktion  G  berechnet  werden.  Anschliefiend  wird  der  Ima- 
ginarteil  Q  iiber  dem  Realteil  5R  aufgetragen.  Aus  diesen  Diagrammen  konnen  Ampli¬ 
tude  und  Phasenlage  des  Ausgangssignals  im  eingeschwumgenen  Zustand  fiir  beliebige 
dimensionslose  Kreisfrequenzen  abgelesen  werden  [23].  Dies  wird  an  einem  Beispiel 
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~  6  (XCl) 

Abb.  7.8.  Frequenzgang  G{XCl)  =  fiir  ein  System  aus  zwei  gekoppelten 

Kreuzstrom-Warmeiibertragem  mit  quervermischtem  Umlaufstrom.  Der  Abstand  zwischen 
den  markierten  dimensionslosen  Kreisfrequenzen  betragt  Afi  = 


durchgefiihrt,  Abb.  7.8. 


In  Abb.  7.8  ist  der  Frequenzgang 

G(m) 


Keinim 


(7.37) 


fiir  zwei  zusammengeschaltete  Kreuzstrom-Warmeiibertrager  mit  quervermischtem  Um¬ 
laufstrom  dargestellt. 


Der  Frequenzgang  ist  eine  Kurve  mit  der  dimensionslosen  Kreisfrequenz  als  Parameter. 
Die  Kurve  beginnt  bei  Cl  =  0  und  endet  in  diesem  Fall  fiir  Cl  — >•  oo  im  Ursprung.  In 
Abstanden  von  Cl  =  ^  sind  die  dimensionslosen  Kreisfrequenzen  als  Punkte  markiert. 
Fiir  die  ersten  vier  Punkte  ist  der  Zahlenwert  eingetragen. 


Um  Amplitude  und  Phasenlage  der  Ausgangsgrofie  abzulesen,  wird  ein  Zeiger  vom 
Ursprung  bis  zu  dem  Punkt  auf  dem  Frequenzgang  gezeichnet,  der  der  Frequenz  der 
EingangsgroBe  entspricht.  Die  Lange  des  Zeigers  ist  die  Amplitude  der  Ausgangsgrofie, 
wenn  die  Amplitude  der  Eingangsgrofie  1  betragt.  Der  Winkel  zwischen  Abszisse  und 
Zeiger  ist  die  Phase  der  Ausgangsgrofie.  Ist  die  Amplitude  der  Eingangsgrofie  ungleich 
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1,  so  ist  die  Lange  des  Zeigers  mit  diesem  Wert  zu  multiplizieren,  um  die  Amplitude 
der  AusgangsgroBe  zu  erhalten. 


In  Abb.  7.8  betragt  die  Lange  des  Zeigers  0,415  und  die  Phase  -34.4°.  Die  dimensi- 
onslose  Kreisfrequenz  betragt  Q  =  Wenn  die  Eingangsgrofie 


2tt 


e'\ ,einlM  =  0,1  sin  r 

vorgegeben  wird,  lautet  die  Systemantwort  im  eingeschwungenen  Zustand 


(7.38) 


( 


0’i ,ezn//(T)  =0,415 -0,1  sin 
0,0415 


\ 


2n  7r 
:r-— 34,4 


500 


180 


v 


(7.39) 


0,601  / 


In  den  Abb.  7.9  bis  7.13  sind  fur  die  drei  zusammengeschalteten  Systeme  Sprungantwort 
und  Frequenzgang  wiedergegeben. 

Neben  der  Beschreibung  des  dynamischen  Verhaltens  des  Systems  geht  es  auch  darum, 
die  Rechenergebnisse  auf  ihre  Plausibilitat  zu  iiberpriifen.  Ein  wichtiges  Werkzeug  sind 
die  Grenzwertsatze  der  Laplace-Transformation  [23]. 

Der  Anfangswertsatz  lautet:  Strebt  0(t)  fur  r  ->  +0  einem  endlichen  Grenzwert  zu,  so 
gilt 

0(+O)  =  Jirn  s9(s).  (7.40) 

Der  Endwertsatz  lautet:  Strebt  0(t)  fur  r  ->  +oo  einem  endlichen  Grenzwert  zu,  so 
gilt 

lim  6(t)  =  lim  s9(s).  (7.41) 

Mit  den  Grenzwertsatzen  kann  man  den  Wert  der  Funktion  6(r)  bei  r  =  +0  und 
t  oo  ermitteln,  ohne  die  Funktion  6(t)  im  Zeitbereich  zu  kennen. 

Die  Grenzwertsatze  lassen  sich  auch  grafisch  als  Zusammenhang  zwischen  Frequenz¬ 
gang  und  Ubergangsfunktion  interpretieren  [44],  Die  Ubergangsfunktion  ist  die  Sy¬ 
stemantwort  auf  ein  sprungformiges  Eingangssignal  mit  der  Sprunghohe  1  [44]. 

Der  Anfangswertsatz  besagt,  daB  die  Endauslenkung  der  Ubergangsfunktion  bei  r  — >  oc 
gleich  der  Anfangsamplitude  des  Frequenzgangs  bei  Q  =  0  ist  [44], 

Der  Endwertsatz  besagt,  daB  die  Anfangsauslenkung  der  Ubergangsfunktion  bei  r  =  0 
gleich  der  Endamplitude  des  Frequenzgangs  bei  D  oo  ist  [44], 
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Die  Grenzwertsatze  in  der  grafischen  Form  werden  auf  den  Frequenzgang  angewendet, 
der  in  Abb.  7.8  dargestellt  ist.  Aus  Abb.  7.8  werden  folgende  Werte  abgelesen: 


Gui7ii(TQ  —  0)  —  0, 5 

(7.42) 

Gin,ii{Z^  ~ t  °°)  =  0- 

(7.43) 

Ohne  die  Losung  im  Zeitbereich  zu  kennen,  mufi  die  Ubergangsfunktion  folgende  Werte 
annehmen: 


0^  =  0)  =  0  (7.44) 

-»  rx>)  =  0,5.  (7.45) 

Die  numerische  Riicktransformation  der  Losung  vom  Frequenzbereich  in  den  Zeitbe¬ 
reich  und  das  Finite-Differenzen-Verfahren  miissen  ebenfalls  diese  Werte  liefern,  wenn 
die  berechneten  Losungen  plausibel  sein  sollen. 

Um  die  Ergebnisse  moglichst  genau  zu  kontrollieren,  werden  in  der  vorliegenden  Arbeit 
die  Grenzwertsatze  nach  Gl.  7.40  und  Gl.  7.41  ausgewertet.  Das  grafische  Verfahren 
dient  der  Anschauung. 

Gleichung  7.40  und  Gl.  7.41  ergeben  fur  den  Anfangs-  bzw.  Endwert 

e\,m„(r  =  0)  =  0  (7.46) 

=  °>«7.  (7.47) 

Wenn  es  bei  einem  Prozefi  einen  stationaren  Endzustand  gibt,  kann  dieser  unabhangig 
von  der  dynamischen  Rechnung  nach  Anh.  A  berechnet  werden.  Dazu  sind  die  Parame¬ 
ter  des  stationaren  Endzustands  anstatt  der  des  Ausgangszustands  zu  verwenden.  Zwi- 
schen  den  Parametern  des  stationaren  Ausgangszustands  und  denen  des  stationaren 
Endzustands  gelten  die  Beziehungen  7.48  bis  7.50,  wenn  Massenstromschwankungen 
auftreten: 


Aft,  =  »im(1  +  i4)“,“"1  M  =  1,I1  (7.48) 

NS,  =  N2„(l+aSrm~'  M  =  1,11  (7.49) 

Kim  =  M  —  1, 11.  (7.50) 

1  +  M 


Somit  steht  ein  weiteres  Werkzeug  fur  die  Kontrolle  der  Berechnungen  zur  Verfiigung. 
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Fur  Prozesse.  die  mit  der  Laplace-Transformation  und  dem  Finite-Differenzen-Ver- 
fahren  berechnet,  werden  konnen,  werden  immer  beide  Methoden  angewendet.  Da  die 
Losungsmethoden  vollig  unabhangig  voneinander  sind.  ist  eine  Ubereinstimmung  der 
Ergebnisse  ein  guter  Hinweis  darauf,  dafi  keine  Rechenfehler  vorhanden  sind. 


7.3.1  Schwankung  der  dimensionslosen  Eintrittstemperatur  des 
Hauptstroms  I  als  Eingangsgrofle 

In  Abb.  7.9  sind  die  Systemantworten  9\  ausII  fur  die  Eingangsgrofie  6\einI  als  Uber- 
gangsfunktion  und  als  Frequenzgang  dargestellt,  und  zwar  fur  die  drei  Systeme  in 
Abb.  4.4. 

Exakte  und  linearisierte  Energiegleichungen  unterscheiden  sich  erst  beim  Auftreten  von 
Massenstromschwankungen,  Anh.  B.  Da  in  diesem  Beispiel  keine  Massenstromschwan- 
kungen  auftreten,  liefern  sie  die  gleichen  Losungen. 

Fur  alle  Systeme  besitzt  der  zeitliche  Verlauf  der  Ausgangsgrofie  9'1>ausI1  eine  dimensi- 
onslose  Totzeit  r  =  10,  da  die  eingebrachte  Storung  mit  dem  Umlaufstrom  vom  War- 
meubertrager  I  zum  Warmeiibertrager  II  transportiert  wird,  Abb.  7.9  und  Abb.  4.4. 

Die  dimensionslose  Temperaturschwankung  0'l  ausII  erreicht  zyklisch  einen  neuen  stati- 
onaren  Endwert.  Dieser  Vorgang  wurde  in  Abschnitt  7.1  fur  zwei  gekoppelte  Kreuzstrom- 
Warmeiibertrager  mit  quervermischtem  Umlaufstrom  erlautert.  Die  beiden  anderen 
Systeme.  Abb.  7.9  b  und  c,  zeigen  qualitativ  das  gleiche  Verhalten. 

Im  folgenden  wird  die  Plausibilitat  der  Rechenergebnisse  anhand  von  Tab.  7.2  iiber- 
priift.  In  der  zweiten  Spalte  sind  die  stationaren  Endwerte  mit  den  Gleichungen  in 
Anh.  A  berechnet  worden.  Zum  Vergleich  sind  in  der  dritten  Spalte  die  Werte  einge- 
tragen,  die  sich  mit  der  Laplace-transformierten  Ausgangsgrofie  aus  dem  Endwertsatz 
ergeben.  Die  Zahlenwerte  stimmen  auf  sechs  Dezimalstellen  iiberein.  Die  Angabe  von 
sechs  Dezimalstellen  ist  physikalisch  nicht  begriindet,  sie  dient  der  Beurteilung  der 
verwendeten  Rechenmethoden. 

Die  Ubergangsfunktionen  sind  mit  der  Laplace-Transformation  und  mit  dem  Finite- 
Differenzen-Verfahren  berechnet  worden.  Im  Rahmen  der  Zeichengenauigkeit  konnen 
die  beiden  Losungen  in  Abb.  7.9  nicht  unterschieden  werden.  Da  die  beiden  Losungs¬ 
methoden  vollig  unabhangig  voneinander  sind  und  eine  zufallige  Ubereinstimmung  un- 


Abb.  7.9.  Systemantwort  auf  eine  Schwankung  der  Eintrittstemperatur  des  Hauptstroms 
I.  a)  Kreuzstrom  mit  quervermischtem  Umlaufstrom,  b)  Kreuzstrom  mit  quervermischten 
Hauptstromen,  c)  Gegenstrom.  Links  Ubergangsfunktionen,  rechts  Frequenzgange.  Der  Ab- 
stand  zwischen  den  markierten  dimensionslosen  Kreisfrequenzen  betragt  Afi,  =  2tt/50. 
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Tabelle  7.2.  Plausibilitat  der  Temperaturverlaufe  und  Frequenzgange  in  Abb.  7.9.  Es  sind 
Zahlenwerte  fur  6\  ausI[  angegeben. 


Anhang  A 

r  — >  oo 

Endwertsatz 

T  — >•  OO 

n  Laplace 
°\,ausll 

(r  =  300) 

n  FinDiff 
al  ,ausll 

(r  -  300) 

Kreuzstrom, 

Umlaufstrom 

quervermischt 

0,496894 

0,496894 

0,495107 

0,495100 

Kreuzstrom, 

Hauptstrome 

quervermischt 

0,546977 

0,546977 

0,545965 

0,546176 

Gegenstrom 

0,568565 

0,568565 

0,567515 

0,567831 
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wahrscheinlich  ist,  wird  hierdurch  die  Zuverlassigkeit  beider  Losungsmethoden  bestatigt. 

Mit  dem  Finite-Differenzenverfahren  wurde  bis  r  =  300  mit  einer  Zeitschrittweite  von 
At  =  0,0244141  gerechnet.  Dies  entspricht  12288  Zeitschritten.  In  Tab.  7.2  sind  die 
Zahlenwerte  der  AusgangsgroBe  bei  r  =  300  fur  beide  Losungmethoden  angegeben.  Die 
Ergebnisse  stimmen  auf  drei  Dezimalstellen  iiberein. 

Aufgrund  der  dargestellten  Ubereinstimmungen  sind  die  Rechenergebnisse  plausibel. 
Auch  die  Ergebnisse  der  folgenden  Beispiele  sind  auf  diese  Weise  iiberpruft  worden. 

7.3.2  Schwankung  der  dimensionslosen  Eintrittstemperatur  des 
Hauptstroms  II  als  EingangsgroBe 

In  Abb.  7.10  sind  die  Systemantworten  auf  die  EingangsgroBe  0l  einII  dargestellt.  Die 
stationaren  Endwerte  sind  in  Tab.  7.3  angegeben. 

Tabelle  7.3.  Stationare  Endwerte  der  Ausgangsgrofie  d\  ausIl  bei  einem  Einheitssprung  der 
Schwankung  der  dimensionslosen  Eintrittstemperatur  des  Haupstroms  II,  Abb.  7.10. 


0'i ,ausii(r  oo) 

Kreuzstrom, 

Umlaufstrom 

quervermischt 

0,503 

Kreuzstrom, 

Hauptstrome 

quervermischt 

0,453 

Gegenstrom 

0,431 

Die  Anwendung  des  Anfangswertsatzes  7.40  ergibt,  dafi  die  Ubergangsfunktionen  fur 
alle  drei  Systeme  zum  Zeitpunkt  r  =  0  den  Wert  dl  ausII  =  exp(— 8)  haben.  Der  Fre- 
quenzgang  miindet  fur  — >  oo  daher  nicht  in  den  Ursprung.  Das  Ausgangssignal  be- 
sitzt  eine  endliche  Amplitude,  wenn  die  Frequenz  des  Eingangssignals  gegen  unendlich 
geht. 


Abb.  7.10.  Systemantwort  auf  eine  Schwankung  der  Eintrittstemperatur  des  Hauptstroms 
II.  a)  Kreuzstrom  mit  quervermischtem  Umlaufstrom,  b)  Kreuzstrom  mit  quervermischten 
Hauptstromen,  c)  Gegenstrom.  Links  Ubergangsfunktionen,  rechts  Frequenzgange.  Der  Ab- 
stand  zwischen  den  markierten  dimensionslosen  Kreisfrequenzen  betragt  AD  =  27r/50. 
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Physikalisch  realisierbare  Systeme  besitzen  immer  eine  Tragheit,  so  da8  das  System 
bei  sehr  hohen  Frequenzen  nicht  mehr  folgen  kann  und  schliefilich  bei  0  ->  oo  in  Ruhe 
verharrt  [44],  Bei  mechanischen  Systemen  beruht  die  Tragheit  gegenuber  Geschwindig- 
keitsanderungen  auf  der  Masse,  bei  den  Fluiden  in  den  "W  armeiibertragern  beruht  die 
Tragheit  gegenuber  Temperaturanderungen  auf  den  Warmekapazitaten. 

Beim  Gasstrom  ist  der  dimensionslose  Parameter  K\  gleich  null  gesetzt  worden.  Er  lafit 
sich  nach  Gl.  4.73  darstellen  als 


X  1  tv  i 

W\  tB  tB 

(7.51) 

X  1  XQiAqicp\ 

Cx 

(7.52) 

Wi  ts  W\tBQlAq\Cvi 

Wits 

Die  Gin.  7.51  und  7.52  zeigen,  dafi  eine  Vernachlassigung  der  Verweilzeit  des  Gasstroms 
im  stationaren  Ausgangszustand  gleichbedeutend  ist  mit  einer  Vernachlassigung  der 
Warmekapazitat  des  Gases,  das  sich  in  dem  Stromungskanal  befindet.  Daher  verhalt 
es  sich  tragheitslos  beziiglich  aufgepragter  Temperaturanderungen. 

7.3.3  Schwankung  des  Massenstroms  des  Hauptstroms  I  als 
Eingangsgrofle 

In  Abb.  7.11  sind  die  Systemantworten  auf  die  Eingangsgrofie  an  dargestellt.  Beim 
Auftreten  von  Massenstromschwankungen  liefern  exakte  und  linearisierte  Energieglei- 
chungen  unterschiedliche  Sprungantworten. 

Der  Frequenzgang  lafit  sich  nur  fur  die  linearisierten  Energiegleichungen  ermitteln  und 
ist  daher  nur  fur  kleine  Amplituden  der  Massenstromschwingungen  giiltig. 

In  Abb.  7.11  sind  auf  der  linken  Seite  nicht  die  Ubergangsfunktionen  dargestellt,  son- 
dern  die  Systemantworten  auf  einen  Massenstromabfall  mit 

a  1/  =  —0.2  r  >  0.  (7.53) 

Einen  Einheitssprung  des  Massenstroms  im  Zusammenhang  mit  den  linearisierten  Ener¬ 
giegleichungen  zu  untersuchen,  ist  physikalisch  nicht  sinnvoll,  da  die  linearisierten  Ener¬ 
giegleichungen  nur  fur  kleine  Massenstromschwankungen  giiltig  sind. 

Die  Ausgangsgrofie  9[  ausjj  beginnt  erst  bei  t  —  10  abzufallen,  da  die  eingebrach- 
te  Storung  erst  durch  die  Verbindungsleitung  zum  Warmeiibertrager  II  transportiert 
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Abb.  7.11.  Systemantwort  auf  eine  Schwankung  des  Massenstroms  des  Hauptstroms  I.  a) 
Kreuzstrom  mit  quervermischtem  Umlaufstrom,  b)  Kreuzstrom  mit  querverraischten  Haupt- 
stromen,  c)  Gegenstrom.  Links  Sprungantworten  (die  Losung  der  exakten  Energiegleichungen 
ist  durchgezogen,  die  der  linearisierten  Energiegleichungen  gestrichelt),  rechts  Frequenzgange. 
Der  Abstand  zwischen  den  markierten  dimensionslosen  Kreisfrequenzen  betragt  Afl  =  27r/50. 
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werden  mufi,  Abb.  4.4.  Fur  grofie  Zeiten  bildet  sich  ein  neuer  stationarer  Zustand  aus. 
Die  Losung  der  linearisierten  Energiegleichungen  stimmt  fur  kleine  Zeiten,  r  <  40,  mit 
der  Losung  der  exakten  Energiegleichungen  gut  iiberein.  Die  spateren  Kurvenverlaufe 
und  die  neuen  stationaren  Endwerte  der  beiden  Losungen  weichen  jedoch  voneinander 
ab,  Tab.  7.4. 

Tabelle  7.4.  Vergleich  der  stationaren  Endwerte  fur  die  exakten  und  fur  die  linearisier¬ 
ten  Energiegleichungen  bei  einem  Massenstromabfall  des  Hauptstroms  I  mit  o\\  =  —0,2, 
Abb.  7.11. 


#S?,n(T  ->  °o) 

0'iHausii{r  ->•  oo) 

Kreuzstrom, 

Umlaufstrom 

quervermischt 

-0,0546555 

-0,0490650 

Kreuzstrom, 

Hauptstrbme 

quervermischt 

-0,0630291 

-0,0562606 

Gegenstrom 

-0,0703658 

-0,0640787 

Auffallig  ist  die  Ahnlichkeit  der  Frequenzgange  fur  die  Massenstromschwankung  des 
Hauptstroms  I,  Abb.  7.11,  mit  den  Frequenzgangen  fur  die  Schwankung  der  Eintritts- 
temperatur  des  Hauptstroms  I,  Abb.  7.9.  Beide  Eingangsgrofien  haben  qualitativ  die 
gleiche  Auswirkung  auf  das  Ausgangssignal. 


7.3.4  Schwankung  des  Massenstroms  des  Hauptstroms  II  als 
Eingangsgrofle 

In  Abb.  7.12  sind  die  Systemantworten  auf  das  Eingangssignal  oUi  dargestellt.  Auf 
der  linken  Seite  ist  die  Sprungantwort  auf  einen  Massenstromabfall  mit  o\u  =  —0,2 
dargestellt. 

Auffallig  ist  wie  in  Abschnitt  7.3.3  die  Ahnlichkeit  der  Frequenzgange  fur  die  Mas- 
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Abb.  7.12.  Systemantwort  auf  eine  Schwankung  des  Massenstroms  des  Haupstroms  II.  a) 
Kreuzstrom  mit  quervermischtem  Umlaufstrom,  b)  Kreuzstrom  mit  quervermischten  Haupt- 
stromen,  c)  Gegenstrora.  Links  Sprungantworten  (die  Losung  der  exakten  Energiegleichungen 
ist  durchgezogen,  die  der  linearisierten  Energiegleichungen  gestrichelt),  rechts  Frequenzgange. 
Der  Abstand  zwischen  den  markierten  dimensionslosen  Kreisfrequenzen  betragt  AD  =  27r/50. 
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Tabelle  7.5.  Vergleich  der  Anfangswerte  fur  die  exakten  und  fur  die  linearisierten  Energie- 
gleichungen  bei  einem  Massenstromabfall  des  Hauptstroms  II  mit  am  =  -0,  2. 


=  o) 

=  0) 

Kreuzstrom, 

Umlaufstrom 

quervermischt 

8,45361  •  10“5 

8,55302-  10~5 

Kreuzstrom, 

Hauptstrome 

quervermischt 

6, 25816  •  10-4 

5,89289-  10“4 

Gegenstrom 

2,33630  •  10“4 

2,26702-  10“4 

senstromschwankung  des  Hauptstroms  II,  Abb.  7.12,  mit  den  Frequenzgangen  fur  die 
Schwankung  der  Eintrittstemperatur  des  Hauptstroms  II,  Abb.  7.10. 

Der  Verlauf  von  d\  ausII  beginnt  mit  einem  Sprung,  der  auf  die  Modellierung  des  Gas- 
stroms  zuruckzufiihren  ist,  Abschnitt  7.3.2.  Dieser  Sprung  ist  im  Rahmen  der  Zeichen- 
genauigkeit  in  den  Sprungantworten  nicht  erkennbar,  Abb.  7.12.  Im  Gegensatz  zum 
Abschnitt  7.3.2  sind  die  Spriinge  von  0'l  ausII  bei  r  =  0  fur  alle  Stromfiihrungen  ver- 
schieden  grofi.  Zusatzlich  muB  zwischen  linearisierten  und  exakten  Energiegleichungen 
unterschieden  werden,  Tab.  7.5 

Fur  die  Endwerte  liefern  exakte  und  linearisierte  Energiegleichungen  ebenfalls  unter- 
schiedliche  Zahlenwerte.  Diese  sind  in  Tab.  7.6  zusammengestellt. 


7.3.5  Schwankung  des  Massenstroms  des  umlaufenden  Fluids 
als  EingangsgroBe 

In  Abb.  7.13  sind  die  Systemantworten  auf  die  EingangsgroBe  a2  dargestellt.  Auf  der 
linken  Seite  ist  die  Sprungantwort  auf  einen  Massenstromabfall  mit  a2  =  -0,2  darge¬ 
stellt. 

Wie  Abb.  7.13  zeigt,  schwingt  die  AusgangsgroBe  0[  ausII  mit  fallender  Amplitude,  bis 


Tabelle  7.6.  Vergleich  der  stationaren  Endwerte  fiir  die  exakten  und  fur  die  linearisier- 
ten  Energiegleichungen  bei  einem  Massenstromabfall  des  Hauptstroms  II  mit  am  =  -0.2, 
Abb.  7.10. 


->  oo) 

e\HausIl(r  “>  OO) 

Kreuzstrom, 

Umlaufstrom 

quervermischt 

0, 0558390 

0,0503138 

Kreuzstrom, 

Hauptstrome 

quervermischt 

0,0579201 

0,0531349 

Gegenstrom 

0,0541513 

0,0496343 
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Abb.  7.13.  Systemantwort  auf  eine  Schwankung  des  Massenstroms  des  Umlaufstroms.  a) 
Kreuzstrom  mit  quervermischtem  Umlaufstrom,  b)  Kreuzstrom  mit  quervermischten  Haupt- 
stromen,  c)  Gegenstrom.  Links  Sprungantworten  (die  Losung  der  exakten  Energiegleichungen 
ist  durchgezogen,  die  der  linearisierten  Energiegleichungen  gestrichelt),  Mitte  und  rechts  Fre- 
quenzgange.  Der  Abstand  zwischen  den  markierten  dimensionslosen  Kreisfrequenzen  betragt 
AQ  =  2tt/50. 
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Tabelle  7.7.  Vergleich  der  stationaren  Endwerte  fur  die  exakten  und  fur  die  linearisierten 
Energiegleichungen  bei  einem  Massenstromabfall  des  umlaufenden  Fluids  mit  02  =  —0,  2, 
Abb.  7.13. 


->  00) 

O'&siii7  °°) 

Kreuzstrom 

Umlaufstrom 

quervermischt 

-0,00154227 

-0,00110672 

Kreuzstrom 

Hauptstrome 

quervermischt 

+0,00346866 

+0,00432710 

Gegenstrom 

+0,0190972 

+0,0150339 

ein  neuer  stationarer  Zustand  erreicht  wird.  Eine  Temperaturschwingung,  die  durch 
einen  Massenstromsprung  induziert  wird,  existiert  nicht  fur  Einzelapparate.  die  in  die- 
ser  Arbeit  betrachtet  werden.  Die  Periodendauer  der  abklingenden  Schwingung  wird 
von  der  Zeit  beeinflufit,  die  das  Fluid  2  nach  dem  Massenstromsprung  pro  Umlauf 
benotigt,  und  von  den  Warmekapazitaten  im  System,  Abschnitt  7.1. 

Ein  weiterer  Effekt,  der  schon  bei  der  stationaren  Untersuchung  vorgestellt  worden  ist. 
zeigt  sich,  wenn  man  die  stationaren  Endwerte  von  9lausII  betrachtet.  Tab.  7.7.  Der 
stationare  Endwert  der  Ausgangsgrofle  beim  Gegenstrom  und  beim  einseitig  querver- 
mischten  Kreuzstrom  mit  quervermischten  Hauptstromen  hat  ein  positives  Vorzeichen, 
wahrend  er  beim  Kreuzstrom  mit  quervermischtem  Umlaufstrom  ein  negatives  Vorzei¬ 
chen  hat.  Ob  sich  die  Temperaturanderung  des  Hauptstroms  bei  einem  Massenstromab¬ 
fall  vergroBert  oder  verkleinert,  hangt  von  der  Lage  des  stationaren  Ausgangszustands 
und  von  der  Stromfiihrung  in  den  Einzelapparaten  ab,  Abschnitt  2.4. 

In  Abb.  7.13  sind  die  Extrema  der  Kurven,  die  mit  den  exakten  Energiegleichungen 
berechnet  worden  sind,  und  derjenigen,  die  mit  den  linearisierten  Energiegleichungen 
berechnet  worden  sind,  zeitlich  verschoben.  Hierin  zeigt  sich  ein  wichtiger  physikalischer 
Unterschied  zwischen  den  exakten  und  den  linearisierten  Energiegleichungen. 
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Tabelle  7.8.  Dimensionslose  Ausbreitungsgeschwindigkeiten  von  Informationen  in 
Stromungsrichtung  des  Umlaufstroms  fur  die  exakten  und  die  linearisierten  Energie- 
gleichungen  in  den  verschiedenen  Untersystemen. 


Untersystem 

linearisierte 

Energiegleichungen 

exakte 

Energiegleichungen 

Kreuzstrom 

i 

*2  M 

l+o-2(r) 

«2M 

Gegenstrom 

_ 

«2  M 

l-l-cr2  (7-) 

«2  M 

Rohrstrom 

1 

1+CT2  (t) 

dr 

«2M 

K2M 

Storungen,  die  in  das  Umlaufsystem  eingebracht  werden,  breiten  sich  in  Stromungs¬ 
richtung  mit  der  Stromungsgeschwindigkeit  des  umlaufenden  Fluids  aus.  Diese  physi- 
kalische  Tatsache  wird  im  Fall  von  Massenstromschwankungen  nur  von  den  exakten 
Energiegleichungen  richtig  wiedergegeben. 

Um  dies  zu  zeigen,  werden  die  Charakteristiken  der  exakten  und  linearisierten  Ener¬ 
giegleichungen,  die  beide  vom  hyperbolischen  Typ  sind,  analysiert  [35].  Die  dimensi- 
onslosen  Ausbreitungsgeschwindigkeiten  von  Informationen  in  Stromungsrichtung  des 
umlaufenden  Fluids  sind  fur  die  einzelnen  Untersysteme  in  Tab.  7.8  zusammengestellt. 

Um  zu  erkennen,  ob  die  dimensionslosen  Ausbreitungsgeschwindigkeiten  in  den  Ener¬ 
giegleichungen  den  wahren  Ausbreitungsgeschwindigkeiten  entsprechen,  werden  die 
Ausdriicke  in  Tab.  7.8  dimensionsbehaftet  dargestellt. 

Beispielsweise  gilt  fur  den  Kreuzstrom-Warmeubertrager,  wenn  die  linearisierten  Ener¬ 
giegleichungen  verwendet  werden,  Tab.  7.8: 

dr]M  _  _J_ 

«2A/ 

1 


dr 
t^dy 
Y  d  t 


ty2M  As 


(7.54) 

(7.55) 
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w2  m  —  const. 


(7.56) 


Die  Ausbreitungsgeschwindigkeit  nach  Gl.  7.56  ist  falsch.  Storungen  breiten  sich  immer 
mit  der  Stromungsgeschwindigkeit  des  stationaren  Ausgangszustands  aus,  auch  wenn 
sich  die  Stromungsgeschwindigkeit  mit  der  Zeit  andert. 


Wenn  die  exakten  Energiegleichungen  fur  den  Kreuzstrom-Warmetibertrager  verwen- 
det  werden,  gilt  nach  Tab.  7.8: 


dVM 
d  t 


t_B_  dy 

Y  d  t 


1  +  o2 

^2  M 

l  +  ilk-T 

_ W2M 

tv2M /t  B 

W2M  +  w2mW- 


(7.57) 

(7.58) 

(7.59) 


Ausbreitungsgeschwindigkeit  von  Informationen  und  Stromungsgeschwindigkeit  stim- 
men  nach  Gl.  7.59  iiberein. 


Nach  dem  Massenstromabfall  des  Umlaufstroms  sind  die  richtigen  Ausbreitungsge- 
schwindigkeiten  der  exakten  Energiegleichungen  kleiner  als  die  falschen  der  linearisier- 
ten  Energiegleichungen,  Tab.  7.8.  Dies  erklart  die  Phasenverschiebung  in  Abb.  7.13. 
Die  Extrema  erscheinen  bei  den  linearisierten  Energiegleichungen  zu  friih,  da  sie  sich 
zu  schnell  ausbreiten. 


7.3.6  Pulsierender  Massenstrom  grofler  Amplitude 

Wenn  die  Massenstromschwankungen  nicht  mehr  sprungformig  zum  Zeitpunkt  t  —  0 
sind,  mufi  das  Finite-Differenzen-Verfahren  verwendet  werden,  um  die  exakten  Ener¬ 
giegleichungen  zu  losen. 

In  diesem  Abschnitt  werden  die  Systemantworten  auf  einen  pulsierenden  Umlaufstrom 
mit 

<r2  =  0,6  sin  (7-60) 

als  Eingangsgrofie  berechnet. 

In  Abb.  7.14  ist  der  zeitliche  Verlauf  der  Ausgangsgrofie  fur  zwei  gekoppelte  Gegenstrom- 
Warmeubertrager  dargestellt.  Nach  einem  Einschwingvorgang  ergeben  sich  wieder  pe- 
riodische  Ausgangssignale.  Zusatzlich  ist  die  Losung  der  linearisierten  Energiegleichun- 
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Abb.  7.14.  Systemantwort  (Gegenstrom)  auf  eine  sinusformige  Schwankung  des  Umlauf- 
stroms  nach  Gl.  7.60.  Die  Losung  der  exakten  Energiegleichungen  ist  durchgezogen,  und  die 
der  linearisierten  Energiegleichungen  ist  gestrichelt  dargestellt. 
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Abb.  7.15.  Systemantwort  auf  eine  sinusformige  Schwankung  des  Massenstroms  des  Um- 
laufstroms  nach  Gl.  7.60.  a)  Kreuzstrom  mit  quervermischtem  Umlaufstrom.  b)  Kreuzstrom 
mit  quervermischten  Hauptstromen,  c)  Gegenstrom.  Links:  Zeitlicher  Verlauf  der  Schwan- 
kungen  der  dimensionslosen  Austrittstemperatur  des  Hauptstroms  II  (die  exakte  Losung  ist 
durchgezogen,  und  die  linearisierte  Losung  gestrichelt  dargestellt).  Rechts:  Fourieranalyse. 
Die  Fourierkoeffizienten  apou  sind  durch  Kreise  gekennzeichnet  und  die  Fourierkoeffizienten 
bfou  durch  Dreiecke. 


-  115  - 


gen  eingetragen.  Trotz  der  grofien  Massenstromschwankung  stimmt  die  linearisierte 
Losung  mit  der  exakten  Losung  gut  uberein. 

Die  Ausgangssignale  im  eingeschwungenen  Zustand  sind  in  Abb.  7.15  fur  alle  drei 
Systeme  dargestellt.  Im  rechten  Teil  der  Abbildung  ist  die  Fourieranalyse  des  mit  den 
exakten  Energiegleichungen  berechneten  Ausgangssignals  dargestellt  [42].  Mit  den  Fou- 
rierkoeffizienten  aFou  und  bFou  gilt  fur  das  exakte  Ausgangssignal 


^l,ausl 


^Fou  1 


-aFou,  0  +  X  aFouy 


cos2fIf-l —  sin27T/- 

Tpou  I  U  1 

- 0Fou! 


-0Fou,|COS7T- - . 

2  2  A  rFou 


(7.61) 


Als  Parameter  fiir  die  Fourieranalyse  wurde  in  Gl.  7.61 


nFou  =  212  =  4096, 

396 

A  rFou  =  - =  0.0322266 

•  r  ou  -i  oooo 


(7.62) 

(7.63) 


gewahlt. 

Wahrend  die  Losung  der  linearisierten  Energiegleichungen  im  eingeschwungenen  Zu¬ 
stand  mit  der  dimensionslosen  Kreisfrequenz  des  Eingangssignals  Q  =  |f  um  den 
Mittelwert  Null  schwingt,  schwingt  die  Losung  der  exakten  Energiegleichungen  mit  der 
Grundfrequenz  Q  =  ||,  der  jedoch  ganzzahlige  Vielfache  dieser  Frequenz  iiberlagert 
sind,  Abb.  7.15. 

Tabelle  7.9.  Zahlenwerte  fiir  den  Fourierkoeffizienten  aFoUt q. 


2  aFou,  0 

Kreustrom, 

Umlaufstrom 

quervermischt 

-0,0124377 

Kreuzstrom, 

Hauptstrome 

quervermischt 

-0,0110430 

Gegenstrom 

-0,0140313 
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Entscheidend  ist,  daB  die  Schwingung  nicht  um  den  Mittehvert  Null  erfolgt,  wie  der 
Fourierkoeffizient  aFoufi  zeigt,  Tab.  7.9. 

Ein  pulsierender  Umlaufstrom  bewirkt  eine  Veranderung  des  zeitlich  gemittelten  War- 
melibertragungsverhaltens  des  Gesamtsystems.  Diesen  Sachverhalt  geben  die  lineari- 
sierten  Energiegleichungen  nicht  wieder. 
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8  Zusammenfassung 

Fur  den  stationaren  Betrieb  eines  Systems,  das  aus  zwei  Warmeiibertragern  besteht,  die 
durch  einen  umlaufenden  Fluidstrom  gekoppelt  sind,  gibt  es  einen  optimalen  Wert  fur 
die  Grofie  des  Warmekapazitatsstroms  des  umlaufenden  Fluids.  Wenn  das  System  mit 
diesem  betrieben  wird,  erzielt  man  die  grofitmoglichen  Temperaturanderungen  bei  vor- 
gegebenen  Eintrittstemperaturen  und  Warmekapazitatsstromen  beider  Hauptstrome. 
Von  besonderem  Interesse  sind  die  Falle,  in  denen  der  Wert  des  optimalen  Warme¬ 
kapazitatsstroms  des  umlaufenden  Fluids  endlich  ist.  Werden  zwei  Apparate  mit  der 
gleichen  Stromfiihrung  zusammengeschaltet,  ist  fur  den  Gegenstrom  die  Existenz  eines 
endlichen  Wertes  fur  den  optimalen  Umlaufstrom  bereits  bekannt  [12]  [10]  [11];  er  wur- 
de  fur  den  Fall  konstanter  Warmedurchgangskoeffizienten  von  Roetzel  [11]  berechnet. 
In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  die  Existenz  eines  endlichen  Wertes  fur  den  optimalen 
Umlaufstrom  auch  fur  den  einseitig  quervermischten  Kreuzstrom  mit  quervermischten 
Hauptstromen  und  den  reinen  Kreuzstrom  nachgewiesen.  Fur  den  einseitig  querver¬ 
mischten  Kreuzstrom  mit  quervermischtem  Umlaufstrom  ist  der  optimale  Umlaufstrom 
unendlich  grofi  [10]. 

Bei  der  Ermittlung  des  Optimums  werden  drei  Falle  fur  die  Warmedurchgangsko¬ 
effizienten  der  beiden  Warmeiibertrager  unterschieden,  und  zwar  der  Fall  unendlich 
grofier  Warmedurchgangskoeffizienten,  der  Fall  konstanter  Warmedurchgangskoeffizi¬ 
enten  und  der  Fall,  dafi  die  Warmedurchgangskoeffizienten  von  der  Grofie  des  Umlauf- 
stroms  abhangig  sind. 

Aufbauend  auf  den  bekannten  Verfahren,  die  fur  den  Fall  konstanter  Warmedurch¬ 
gangskoeffizienten  existieren  [10]  [11],  wurde  ein  Verfahren  fur  den  Fall  entwickelt,  dafi 
die  Warmedurchgangskoeffizienten  von  der  Grofie  des  Umlaufstroms  abhangig  sind. 
Als  Beispiel  wurden  zwei  gekoppelte  Rippenrohrwarmeiibertrager  berechnet. 

Fur  den  Fall,  dafi  zwei  identische  Warmeiibertrager  gekoppelt  sind  und  mit  gleich 
grofien  Warmekapazitatsstromen  der  Hauptstrome  betrieben  werden,  wird  sowohl  fur 
konstante  als  auch  von  der  Grofie  des  Umlaufstroms  abhangige  Warmedurchgangsko¬ 
effizienten  ein  grafisches  Verfahren  fur  die  Optimumsuche  vorgeschlagen.  Es  beruht  auf 
den  hier  eingefiihrten  Hohenlinienbildern,  die  jeweils  fur  eine  Stromfiihrung  giiltig  sind 
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und  daher  auch  nur  einmal  fur  eine  Stromflihrung  berechnet  werden  miissen.  In  diese 
werden  dann  die  Betriebscharakteristiken  der  Warmeiibertrager  eingezeichnet,  um  das 
Optimum  zu  bestimmen.  Die  grafische  Ermittlung  des  Optimums  ist  sehr  anschaulich 
und  umgeht  die  Extremwertrechnung. 

Um  das  instationare  Verhalten  von  zwei  gekoppelten  Warmeiibertragern.  die  durch 
einen  umlaufenden  Fluidstrom  gekoppelt  sind,  zu  untersuchen,  werden  zunachst  die 
interessierenden  Eingangs-  und  AusgangsgroBen  des  Systems  bestimmt.  Die  funf  Ein- 
gangsgroBen  sind  die  Schwankungen  der  Eintrittstemperaturen  der  beiden  Hauptstrome 
sowie  die  Schwankungen  der  Massenstrome  der  beiden  Hauptstrome  und  des  Umlauf- 
stroms.  Die  AusgangsgroBen  sind  die  Schwankungen  der  Austrittstemperaturen  der 
beiden  Hauptstrome. 

Um  die  Gleichungen  fiir  die  Berechnung  der  Temperaturfelder  der  Fluide  herzulei- 
ten.  wurde  die  allgemeine  Energiegleichung,  die  in  jedem  Punkt  eines  Stromungsfeldes 
gilt,  raumlich  integriert.  Dabei  sind  die  lokalen  Warmeiibergangskoeffizienten  und  die 
adiabate  Mischtemperatur  eingefiihrt  worden.  Diese  Herleitung  zeigt,  wie  wichtige  In- 
formationen  liber  die  Temperaturfelder,  die  man  berechnen  will,  auf  die  Kenntnis  des 
Warmeiibergangskoeffzienten  verlagert  werden.  Das  Ergebnis  sind  partielle  Differenti- 
algleichungen  fiir  die  Felder  der  adiabaten  Mischtemperatur  der  Fluide.  Die  partiellen 
Differentialgleichungen  fiir  die  Temperaturfelder  der  Wande  werden  mit  dem  ersten 
Hauptsatz  hergeleitet.  In  den  partiellen  Differentialgleichungen  werden  die  Gesamt- 
grofien  in  einen  stationaren  Ausgangswert  und  eine  SchwankungsgroBe  zerlegt.  Das 
Ergebnis  sind  partielle  Differentialgleichungen  fiir  die  Temperaturschwankungen.  Sie 
werden  exakte  Energiegleichungen  genannt.  Wenn  die  exakten  Energiegleichungen  um 
den  stationaren  Ausgangszustand  linearisiert  werden,  gelten  sie  nur  fiir  kleine  Schwan- 
kungsgroBen.  Sie  haben  sich  mathematisch  aber  erheblich  vereinfacht.  da  sie  konstante 
Koeffizienten  besitzen. 

Nachdem  die  Anfangs-,  Rand-  und  Kopplungsbedingungen  formuliert  worden  sind, 
werden  die  Gleichungen  mit  der  Laplace-Transformation  und  dem  Finite-Differenzen- 
Verfahren  gelost.  Die  exakten  Gleichungen  lassen  sich  mit  dem  Finite-Differenzen- 
Verfahren  immer  losen,  mit  der  Laplace-Transformation  aber  nur,  wenn  sich  die  Mas- 
senstrome  zu  ProzeBbeginn  sprungformig  andern  oder  wenn  keine  Massenstromschwan- 
kungen  auftreten. 

Will  man  mit  der  Laplace-Transformation  Prozesse  berechnen,  bei  denen  beliebige 
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Massenstromschwankungen  auftreten,  mvissen  die  linearisierten  Energiegleichungen  ge- 
lost  werden,  d.h.  die  Massenstromschwankungen  miissen  klein  sein. 

Bei  der  Laplace-Transformation  wird  der  numerische  Algorithmus  von  Honig  [39]  fur 
die  Riicktransforaiation  in  den  Zeitbereich  verwendet.  Dieser  Algorithmus  hat  sich  im 
Rahmen  dieser  Arbeit  bewahrt.  Er  ist  robust  gegeniiber  extremen  Parametern,  wie 
sie  bei  Warmeiibertragern  vorliegen,  in  denen  Warme  von  einem  Gasstrom  an  einen 
Fliissigkeitsstrom  iibertragen  wird. 

Beim  Finite-Differenzen-Verfahren  wird  im  Fall  von  Massenstromschwankungen  fur 
jeden  Zeitschritt  ein  neues  Rechennetz  erzeugt,  und  beim  Gegenstrom-Warmeiiber- 
trager  wird  in  jedem  Zeitschritt  gleichzeitig  auf  zwei  Netzen  gerechnet.  Dies  hat  seine 
Ursache  darin,  dafi  sich  Informationen  im  System  in  Stromungsrichtung  der  Fluide  mit 
der  Stromungsgeschwindigkeit  ausbreiten.  Um  numerische  Dispersion  und  numerische 
Dampfung  zu  minimieren,  mufi  diese  Tatsache  bei  der  Netzgenerierung  beriicksichtigt 
werden.  Dazu  wurde  ein  Kriterium  hergeleitet,  das  die  Ortsdiskretisierung  in  Abhangig- 
keit  von  der  Zeitschrittweite  fur  jeden  Zeitschritt  festlegt. 

Aufgrund  der  inneren  Zirkulation  besitzt  das  gekoppelte  System  grundsatzlich  andere 
Eigenschaften  als  die  Einzelapparate,  aus  denen  es  zusammengesetzt  ist.  Dies  zeigt 
sich  am  deutlichsten  an  den  Beispielen,  in  denen  der  Massenstrom  des  umlaufenden 
Fluids  sprungformig  abfallt.  Die  Austrittstemperaturen  schwingen  in  diesem  Fall  mit 
fallender  Amplitude,  bis  ein  neuer  stationarer  Zustand  erreicht  wird.  Eine  Tempera- 
turschwingung,  die  durch  einen  Massenstromabfall  induziert  wird,  existiert  nicht  fur 
die  Einzelapparate,  die  hier  behandelt  worden  sind. 
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A  Stationarer  Ausgangszustand 


Erlauterungen  zu  diesem  Anhang  finden  sich  in  Abschnitt.  4.11. 

Die  verwendeten  dirnensionslosen  KenngroBen  sind  folgendermafien  definiert: 


Aim  — 


n  D  2  r> 

~ - 1  -n-2,1  m  —  =f= — >  -Kim, 2 

W'ia/  W  1M 


^IM 

w2 


mit  M  =  /,  // 


-  a2A/-42A/ 

A2A./  =  — === -  mit  M  =  /,  //,  r,  l. 

W  2M 

A.l  Einseitig  quervermischter  Kreuzstrom  (Hauptstrom  un- 
vermischt,  Umlaufstrom  quervermischt  ) 


Energiegleichungen 


Hauptstrom: 


Umlaufstrom: 


1M 


3£m 


Aim  (0i  a<7  —  0wm)  =  0 


_402m 

d^A/ 

warmeiibertragende  Wand: 


A2m(02A/  -  [  Owm^m)  =  0 
Jo 


0 


VKAJ 


Aim01M  +  A2a//?2,1A/0' 


2M 


Aim  +  A2m^?2.i." 


M 


(A.l) 


(A.2) 


(A. 3) 


01A/(£a/  =  0,  77m) 
@2X1  {vm  =  0) 


—  01,einA7 

—  02  ,ein  A/ 


(A- 4) 
(A.5) 


Randbedingungen 
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Abkiirzungen 


ntuim 

ko,2qM 


NimN2mR 21U£ 

N\  M  +  N2M  R2tiM 

— - —  (l  -  e-NTU 
R%,im  v 


(A.6) 
(A. 7) 


Temperaturfelder 

#1  m(£m,  Vm)  —  (l  —  e~NTUlM^M'j  02m(vm)  +  e  NTUlM^MQ\,einM  (A. 8) 

02m(?7m)  =  (l  -  e~ko'2qMVM^j  euinM  +  e~k°'2qMT,M92,einM  (A.9) 


Austrittstemperaturen 


9\,aus  M 


@2 ,aus  M 


=  [  9im(€m  =  1,Vm)<1vm  (A10) 

Jo 

=  [^1  —  —  e_fc°’2,M)]  +  7?2,1m(1  —  e  fc°'2«M  )#2,em  A/( A.  1 1) 

=  (1  -  e~k°'2qM)6iteinM  +  e~k°-2qMe2 ,einM  (A.12) 


A. 2  Einseitig  quervermischter  Kreuzstrom  (Hauptstrom  quer- 
vermischt,  Umlaufstrom  unvermischt) 


Energiegleichungen 


Hauptstrom: 

,  Nim(0im  [  Owm^Vm)  0 

d^M  Jo 

(A-13) 

Umlaufstrom: 

2  N2m(@2M  —  @Wm)  0 

or)M 

(A. 14) 

warmeiibertragende  Wand: 

-  N\mQ\m  +  N2mR2,IM@2M 

WM  ~  NlM  +  N2MR2,1M 

(A. 15) 
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Randbedingungen 


=  0)  =  @\,einM 
=  0)  =  &2  ,einM 


(A- 16) 
(A. 17) 


Abkiirzungen 


NTUu  = 


A^ia/ A^2Af  T?2  ,  1 A  / 

A^i  m  +  N2MR2AM 

(  -"TVlM 

R2.1M  1  —  e  R2‘1M 


(A.18) 


(A.19) 


Temperaturfelder 


9u,(Zm)  =  (1  -  e-ko-^^)d2<einM  +  e~k°AqM^M d\<ei. 

NTU1M  ,vtc,  4r 

02m(Sm,Vm)  =  (1  -  e“  ^im^m)  +  e~ 


(A.21) 


Austrittstemperaturen 


$ia/(£m  —  1)  (A. 22) 

(1  _  e-feo MH)92teinM  +  e~k°'lqM  6\,einM  (A. 23) 

Jo  @2m(£m,  Vm  =  l)d^M  (A. 24) 

1  -  (1  -  e“W)  02,«nM  +  (1  -  (A.25) 

“2,1  A/  J  -412,1  A/ 


A. 3  Gegenstrom 


Energiegleichungen 


—  iViA/(0iA/  ~  ^W'A/)  —  0 


Hauptstrom: 


(A. 26) 


Umlaufstrom: 
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d#2  M 


N2m{@2M  —  6 


WM ) 


=  0 


warmeiibertragende  Wand: 


9 


WM 


N\m9\M  +  N2mR2,Im92M 


AT  .  . 


at  r> 


(A. 27) 


(A. 28) 


Randbedingungen 


9\m{9,M  —  0)  —  ^l,eznM 
92m(^M  =  1)  =  ^2, einM 


Abkiirzungen 


ntuim  = 


hoM 


N\mN2mR2,\M 

N\M  +  N2mR2,IM 

{Ri,2M  —  })NTU\m 


(A.29) 
(A. 30) 


(A.31) 
(A. 32) 


Temperaturfelder  fiir  R\^m  7^  1 


pho m(.M  _  /?,  -..phoM  _  1  _  phoM^M 

n  If  \  e  “1.2  MV  a  1  1  e 

viM\t>M)  —  7^  TZ7.  °l,einM  ~r 


$2m(£m)  — 


1  -  Rl,2M&hoM 
Ri,2Meh0M(iM  -  Ri,2Meh0M 


1  —  R\,2M& 


ho  m 


2  ,einM 


1  ~  R\,2M& 


hoM 


9 1, einM  "b 


1  —  Ri,2MC 


hoM^M 


1  —  Rl,2M£ 


hoM 


~9o.p.r 


2,einM 


(A. 33) 
(A.34) 


Austrittstemperaturen  fiir  R\^m  7^  1 


9\,ausM 


92,ausM 


9\m{£m  —  1) 

(1  ~  Ri,2M)eh™ 
1  -  Ri,2MehoM 
#2m(£m  =  0) 

RiMl~ehoM) 

1  -  Ri,2MehoM 


K 


einM 


+ 


9\,einM  ~b 


^  _  ph0M 


1  —  Rl,2Me 


hoM 


2, einM 


1  ~  Rl,2M 
1  -  Rx,2MehoM 


&2,  einM 


(A. 35) 
(A. 36) 
(A.37) 
(A. 38) 
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Temperaturfelder  fur  i?2  im 


a  (C  \  _  1  +  NTU\m  —  NTU\m£,m  n  ,  NTU\m€m  „ 

—  ■,  ,  ATrrTT  “l,einM  +  ,  .  mt <rr  ^2  ,einM 

i  +  iVi  U \M 


1  +  NTU] 


1 M 


a  ic  \  _  NTU\M  -  NTU\M£,m  -  {  1  +  NTUim^m - 

&2M  VSM  /  —  -|  ;  ATrrTT  V\,einM  H - ,  ,  Ar^rr - t>2,einM 


1  +  ATf/- 


lAf 


1  +  NTUim 


(A. 39) 
(A. 40) 


Austrittstemperaturen  fiir  R1)2a/  =  1 


@\,ausM  — 


@2,ausM 


$1A/(£a/  =  1) 

1  a  .  ^1*/  g 

1  +  JVTt/1M  1,ewM  1  +  Wrt/1Af  2’emM 
@2M  (CaA  =  0) 

,  1  g 

1  +  NTUim  hemM  1  +  NTUim  2'emM 


( A .  4 1 ) 
(A.42) 
(A.43) 
(A.44) 


A. 4  Verbindungsleitung 


Energiegleichungen 

Umlaufstrom: 


Rohrwand: 


_d#2Af  _  o 

<Kaa 

#2M  —  OwM  =  0 


Randbedingung 


#2A/(Cat  —  0)  — 


2,einM 


Temperaturfelder 


$2A/(Cm) 

^VI'A/(Ca/) 


—  @2,einM 

—  @2,einM 


(A. 45) 

(A. 46) 


(A. 47) 


(A. 48) 
(A. 49) 
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A. 5  Kopplung 


Die  Gleichungen  gelten  fur 


@\,einll  0- 


@2,einl 

Gegenstrom 

Rl,2I 

R-1,211 

(1-Ri  „eAo/)(l-R1.2/;eAo// )-(l-Ri.2/)(l-Ri,2ir) 

/I 

=  1 

R  i,2/(1-Ao/) 

(1-R,  2,ehoi)(l+NTUUi)-a-Ri.2i) 

=  1 

^  1 

NTUu(l  —  Ri,2ii) 

(l+NTUu)(l~Ri.2iiehoii  )—(\—Ri,2ii ) 

=  1 

=  1 

NTUu 

NTU\  i  NTUi  n+NTUu+NTUui 

Kreuzstrom 

Umlaufstrom  quervermischt 

e~k0,2 qll  (e_*0,2 ?i_l) 
p-(k0,2ql+k0,2qll') 

Hauptstrome  quervermischt 

l_e-fcO,l ,/  / 

R2,1I  V  r2,II1  ) 

l-e~kO,l qJ  !_e-fc0 ,1?/  l_e“'c0,l<3// 

«2  1/  R2.1 1  R2.1  II  R2.1II 

@2  ,einll 

Gegenstrom 

#1,2/ 

#1,2// 

/l 

(1— Ri  2/eA°7  )(l--Ri.2//eho// )-(1--ri12/)(1--ri.2//) 

7^  1 

=  1 

fii,2/(l-eAo^)(l+NTI/i/7) 

(1-Ri  2/e/l°/  )(l+NTf7i//)-(l-Ri,2/) 

=  1 

7 1  1 

NTUU  (1-Ri. 2ii  eh°u ) 
(l+NTUu)(l—Ri,2iieh°n )— (1— iii.2//) 

=  1 

=  1 

NTUu  (1+ NTUu  j) 

NTUu  NTUu i  + NTUu  +  NTUu  i 

Kreuzstrom 

Umlaufstrom  quervermischt 

e~kO,2qI-l 

p_(*0,2q/+*0,2(j//)_1 

Hauptstrome  quervermischt 

l—e~k0,lql 

r2.1I 

j  e~k0,lql  i-r~k0,lql  1_e~k0,lqII  l-e-*^.1 

fl2  1/  «2.17  *2.17/  *2.1// 

(A. 50) 
(A. 51) 
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B  Differentialgleichungen  zur  Berechnung  der  Fel¬ 
der  der  dimensionslosen  Temperaturschwankun- 
gen 


Die  verwendeten  dimensionslosen  Parameter  sind  folgendermafien  definiert: 


-  atI 

-Via/  -  -^=r= - ,  Nu ,,(r)  =  —  R 

WlM  W1M 


R  -  W* 

.  rt2, 1  A/  —  ==f— • 
Wim 


(  \  <"l  M 

m\t)  =  - - ,  KlM 

WlM 


mit  M  =  /.  II 


&2M  Aim 


KmKm 


(  \  W2M 

°2\t )  =  1 - ,  «2A/ 

U>2M 


mit  M  =  I,  //,  r,  l 


_  C\ vi  Cwn  Cwr  Cwi 

Wt  -  y — « 1/,  w//  =  — — Kill,  WT  =  — — /c2r,  =  — — /c2;. 

W/  t>i//  C2r  C2; 

Mit  den  Parametern  wird  Gl.  4.70  in  dimensionsloser  Form  dargestellt: 

Km  =  [(l  +  ff1MriM  -1]Mm  M  =  IJI  (B.l) 

Km  =  [(1  +  <72 ) 7712 M  -  1]  Km  M  =  /,  7/,r, /.  (B.2) 

Die  Gleichungen  B.l  und  B.2  geben  wieder,  daB  die  Schwankung  des  Warmeiibergangs- 
koeffizienten  von  der  Schwankung  der  Stromungsgeschwindigkeit  abhangt. 


B.l  Einseitig  quervermischter  Kreuzstrom  (Hauptstrom  un- 
vermischt,  Umlaufstrom  quervermischt) 

B.1.1  Exakte  Energiegleichungen 

Hauptstrom: 

-(1  +  &\m)-q~  -  (Nim  +  Km)(Q\m  -  Km) 
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-{N[m  -  CTimNim){QiM  -  Owm)  —  K1 


Umlaufstrom: 


f)f)'  -  r1 

—  (1  +  a 2)  -  —  —  (N2M  +  ^2m)(^2M  ~  /  Q'wm^m) 
dr)M  Jo 

/•!  -  66 

—  {N2M  a2^2M)(^2M  ~  J  ~  &2M  7 

warmeiibertragende  Wand: 

N[m$ W  —  #wiw)  +  (-/Vim  +  N[m)(9\m  ~ 

~  ®Wm)  +  (-^2M  +  (#2M  —  ^Ivm)  =  ^A/ 


dQ'wM 


B.1.2  Linearisierte  Energiegleichungen 


Hauptstrom: 


-  -  iViM(^M  _  ^m)  _  ("Hat  -  l)-^iAf(^iM  _  Owm)o\m  -  (b-6) 


Umlaufstrom: 


WV£_  W 


rl  __/•!-  dfljM 

r(^2  M~  I  Q'wM&Zm)  ~  (m2M-  1)N2m{&2M  ~  Jo  0wM&£,m)V2  =  «2M-7^— 

(B.7) 


warmeiibertragende  Wand: 

~  Qwm)&im  +  Qwm)^ 

QQt 

^2M^2MR2,lM{^2M  ~  Qwm)&2  +  (^2Af  —  ^WAf)  =  WAT 


B.2  Einseitig  quervermischter  Kreuzstrom  (Hauptstrom  quer- 
vermischt,  Umlaufstrom  unvermischt) 


B.2.1  Exakte  Gleichungen 

Hauptstrom: 

-(1  +  &\m)  ~1—  -  (Mm  +  N[m)(9[m  -  / 

•/0 

-(iV(M  -  (?imNim){6im  ~  Jq  Owm^Vm)  =  (b-9) 
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Umlaufstrom: 

d6' 

—  (1  -I-  {N2m  +  N2M)(92M  -  9'wm) 

dO' 

—  ~  a2MN2M){92M  ~  Q\Vm)  =  ^2 A/  7T~~  (B.10) 

OT 

warmeiibertragende  Wand: 

~  Qwm)  +  (Mw  +  KmWm  ~  ®'\vm)  + 

'V2A?^2,i(^2M  -  Owm)  +  (N2M  +  N'2M)R2A{&2M  -  9'wm)  =  Um—7T^-  (B.ll) 

OT 


B.2.2  Linearisierte  Gleichungen 


Hauptstrom: 


89\ 


"  N1M(9lM  9WMch]M) 

(miM  —  l)AriA/(^iM  —  [  9wm&tim)o\m 

Jo 


k1M 


M 


dr 


Umlaufstrom: 


39'  -  _  aar 

—  ~  ^J2m{9'2M  —  9'wm )  —  (m2 m  —  1)N2m(92m  ~  9w m)<j2  =  k2m-  2A/ 


dr)M 

warmeiibertragende  Wand: 

m  i  a  /  ^ \m(9\m  —  9wm)&im  +  Nim(9[m  —  9'WAI)+ 
^2M^2mR2,\{92M  —  9wm)&2  +  ^2mR2,i{9'2M  —  9[v  M)  —  UJM 


dr 


( B .  1 2 ) 


(B.13) 


ggvrA  / 

dr 


(B.  14) 


B.3  Gegenstrom 

B'3.1  Exakte  Energiegleichungen 

Hauptstrom: 

86' 

-(1  +  cr1Ar)— -  {Nn,r  +  N[M)(9'lM  _  Q'wm) 
oKm 

—{N[m  -  0imN\m)(9\m  —  9\vm)  = 


d9[,, 

dr 


kim 


(B.  15) 
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Umlaufstrom: 


(1  +  (J2)  '  •  —  {N2M  +  ^2m)(^2M  ~  Q'wm) 

QQf 

~(^2M  ~  a2M^2M)ip2M  ~  9\vm)  =  «2M  (B.16) 

warmeiibertragende  Wand: 

N[M(91M  —  Qwm)  +  (N\m  +  N[M){6'lM  ~  Q'wm)-^ 

QQf 

^2M^-2,\m{^2M  ~  Qv/m)  +  {N2M  +  ^2m)R2,Im{^2M  —  ®'wm)  =  Um~Q^  ^-17) 


B.3.2  Linearisierte  Gleichungen 


Hauptstrom: 


dd\ 


1 M 


9£m 


N1M(9[M  -  9'wm )  -  {miM  ~  ^)N\m{9\m  ~  9wm)°\m  —  k\m 


de[ 


M 


dr 


(B.18) 


Umlaufstrom: 

2M  —  N2m(9'2M  —  9'wm )  —  ( m2M  ~  1)-Wat(^2M  —  9wm)&2  =  «2 m  ( B.l 9) 

O^M  OT 

warmeiibertragende  Wand: 


t^\mNim{9\m  ~  9wm)&im  +  N\m(9'im  —  9'WM  )+ 
m2M N2M R-2,1m{92M  ~  9wm)&2  +  N2mR2,1m{92m  ~  9WM)  =  Ll>m 


d9[ 


WM 


8t 


(B.20) 


B.4  Verbindungsleitung 

B.4.1  Exakte  Energiegleichungen 

Umlaufstrom: 

(B.21) 

(B.22) 


-(1  +  a 2)  d^A~  _  {N2M  +  N'2m){9'2M  -  9'wm)  —  k2M  ™ 


Rohrwand: 


( N2m  +  N'2M){9'2M  —  9wm )  —  u jm 


d9[ 


WM 


Ft 
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B.4.2  Linearisierte  Energiegleichungen 


Umlaufstrom: 


Rohr  wand: 


39' 


2  M 


3C.M 


^2m{6'2M  6\ 


WM 


\  _  d@2M 

)  —  lx2M  - 

3t 


^2m(62m  @wm)—um 


39[ 


\VM 


3t 


(B.23) 


(B.24) 
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C  Losung  im  Frequenzbereich 

In  den  Abschnitten  C.l  bis  C.4  werden  die  Untersysteme  zunachst  isoliert  berechnet. 
Dabei  wird  unterschiedlich  vorgegangen: 

•  Bei  den  Kreuzstrom-Warmeubertragern  werden  die  Schwankungen  der  Eintritts- 
temperaturen  des  umlaufenden  Fluids  als  Randbedingungen  vorgegeben  und  blei- 
ben  zunachst  unbestimmt. 

•  Beim  Gegenstrom-Warmeiibertrager  bleibt  zunachst  eine  unbestimrnte  Konstan- 
te  offen. 

•  Bei  den  Verbindungsleitungen  wird,  wie  bei  den  Kreuzstrom-Warmeubertragern, 
die  Schwankung  der  Eintrittstemperatur  des  umlaufenden  Fluids  als  Randbedin- 
gung  vorgegeben  und  bleibt  zunachst  unbestimmt. 

In  Abschnitt  C.5  werden  mit  Hilfe  der  Kopplungsbedingungen  Gleichungssysteme  auf- 
gestellt,  mit  denen  filr  die  Kreuzstrom-Warmeubertrager  und  Verbindungsleitungen 
die  Schwankungen  der  Eintrittstemperaturen  des  umlaufenden  Fluids  und  fur  die  Gegen- 
strom-Warmeiibertrager  die  unbestimmten  Konstanten  berechnet  werden. 

Diese  Vorgehensweise  hat  den  Vorteil,  dafi  die  Gleichungen,  die  in  den  Abschnitten  C.l 
bis  C.3  zusammengestellt  sind,  auch  direkt  fur  die  Berechnung  einzelner  Warmeiiber- 
trager  verwendet  werden  konnen. 

Die  exakten  Energiegleichungen  werden  nur  fur  den  Fall  transformiert,  dafi  ihre  Koef- 
fizienten  konstant  sind  und  dafi  der  inhomogene  Teil  zeitunabhangig  ist. 

C.l  Einseitig  quervermischter  Kreuzstrom  (Haupt strom  un- 
vermischt,  Umlaufstrom  quervermischt) 


Die  exakten  Energiegleichungen  B.3  bis  B.5  lauten  im  Frequenzbereich  fur  den  Fluid- 


—  (1  +  a \m) 


dtw 


-  ( Nim  +  )  0iM  ~  Q'wm) 


strom  1: 
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(N[m  —  alMNlM){9lM  —  9 


WM  i 


—  kims9im, 


(C.l) 


fiir  den  Fluidstrom  2: 


(l+a2)  (N2M  +  N2M)(92M  9'wm<\9,m) 

{^2 M  —  °2M^2m){92M  -  Jo  9\VM^m) 


K2A[S9'n 


2M 


(C.2) 


und  fiir  die  warmeiibertragende  Wand: 

~  9\V  M ) 


J^2A/^2,1  (#2  A/  —  9\\'m) 


+  ( Ni  m  +  NlM)(61M  9wm)+ 

+  [N2M  +  jA^2A/)-^2,1  (02A/  ~  ®\Vm)  —  a’A-/S0U  A/.  (C.3) 


Die  linearisierten  Energiegleichungen  B.6  bis  B.8  lauten  im  Frequenzbereich  fiir  den 
Fluidstrom  1: 


dtu 

fiir  den  Fluidstrom  2 
dO'2M 


—  —  9'wm)  —  (m\M  —  1)N\m(6im  ~  9wm)&im  =  kims9'ui,  (C.4) 


drjM 


^2m{9'2M  —  f  9'WMd^M)  ~  {m2 m  ~  1)N2m(02M  —  f  9WMd£tM)a2  =  ^2ms92M 

j  0  J  0 

(C.5) 

und  fiir  die  warmeiibertragende  Wand: 

mi.\r^iM{9iM  —  9wm)5\m  +  N\m(9[m  —  9[v  M)  + 

^A/A^A/it^lAl (02A/  —  9wm)&2  +  N2mR.2,\m(9'2M  —  9'WM)  =  Ums9[va[.  (C.6) 


Fiir  die  Berechnung  in  diesem  Abschnitt  sind  die  dimensionslosen  Schwankungen  der 
Eintrittstemperaturen  beider  Fluidstrome  als  Randbedingungen  vorgegeben: 


0i A/ (€m  —  0)  VMi  t)  —  9l  einM(r)  (C.7) 

02Af(7?A/ =  r)  =  92einM(r).  (C.8) 

Die  Gin.  C.7  und  C.8  lauten  im  Frequenzbereich: 

0'ia/(Ca/  =  0,i?A/,s)  =  9'heinA1(s)  (C.9) 

02A/ {Vm  —  0.  s)  =  92emAf(s).  (C.10) 
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Die  Randbedingungen  fur  die  Hauptstrome,  Gl.  C.7,  sind  tatsachliche  Randbedingun- 
gen  des  zusammengeschalteten  Systems.  Sie  sind  identisch  mit  den  Gin.  4.100  und 
4.101.  Im  Gegensatz  dazu  sind  die  Randbedingungen  fur  den  Umlaufstrom,  Gl.  C.8, 
Hilfsgleichungen.  Die  dimensionslosen  Schwankungen  der  Eintrittstemperaturen  des 
Umlaufstroms  sind  zunachst  unbekannte  Zeitfunktionen,  die  in  Anh.  C.5  explizit  fur 
das  zusammengeschaltete  System  bestimmt  werden. 

Aus  den  transformierten  Energiegleichungen  fur  die  Fluidstrome,  Gin.  C.l  und  C.2 
bzw.  C.4  und  C.5,  wird  die  dimensionslose  Wandtemperatur  und  deren  Schwankung 
mit  Hilfe  der  Gin.  C.3  bzw.  C.6  und  A. 3  eliminiert.  Anschliefiend  werden  die  exakte 
und  die  linearisierte  Fassung  in  einer  gemeinsamen  Form  dargestellt: 

+  a„„C  +  bmffm  =  (C.ll) 


+  Com  [  +  doM^M  —  Kq,2MC  . 

JO 


(C.12) 


Wenn  das  System  aus  den  Gin.  C.ll  und  C.12  die  exakte  Fassung  der  Energiegleichun¬ 
gen  darstellt,  gilt  fur  seine  Parameter: 


Ip 2q,\M  ~ 


1p2q,2M  — 


(Km  +  Km)  [R2,im(Km  +  Km)  +  Kl mS 

[N\m  +  Km  +  R2,im(Km  +  Km)  +  (1  +  &im)  ^  +  aiM 

_ (Km  +  N[m)R2,im(Km  +  Km) _ 

[-Aim  +  N{m  +  (Km  +  Km)  4"  %s|  (1  +  (?im) 

_ (Km  +  Km)  (Km  +  N'2M) _ 

[Km  +  N'lM  +  R2,im(Km  +  Km)  4"  wms]  (1  4-  02) 

_ (Nim  4-  N[m  4~  <^ms)(Km  +  Km) _ 

[•Aim  4-  N[m  +  R2,im(Km  4-  Km)  4"  ^mS^  (1  +  cr2)  1  + 

f  _ (Km  4-  Km)RiMKmKm  —  N'2MNim ) _ 

\  s(Km  4”  KmRi,im)  [Km  +  Km  4"  R2,im(Km  4-  Km)  4-  %s] 
(Km  ~  (J1mKm)KmR2,1M  1  (a  a  \ 

4 - - Tt - ™ m  \  (  \“l,einM  “2 ,einM ) 

s(Km  +  KmR2,im)(1  4-  (Tim)  j  ' 

f  _ _ (Km  4-  N2m)R2,im(N[mKm  ~  N2MNim) _ 

[  s(Km  4"  KmR2,\m)  [-Aim  4-  N[m  4“  R2,im(Km  +  Km)  4* 

-  \ IzJlNNJ {kemM _ hmM) . 

s(JV1M  +  jV2Mfl2>1M)(l  +  £72)J  NTVu,  y  ’ 


l,einM  ”2  ,einM 


^2  ,ein  M  , 


(C-13) 


(C.14) 


(C.15) 


(C.16) 


(1  +  o\m) 
(C.17) 


(1  +  ct2) 

(C.18) 


-  134  - 


Wenn  das  System  aus  den  Gin.  C.ll  und  C.12  die  linearisierte  Fassung  der 
gleichungen  darstellt,  gilt  fur  seine  Parameter: 

_  Ma7  (MmM  ,1 M  +  UmS) 

a0M  -  —ft — —j; — p - - - Kims 

h  =  ,1 M 

M  M  +  MmM.IM  +  U>mS 

_  _ Mm  Mm _ 

Ma/  +  M>m  R-2,IM  +  0JMS 

1  _  (^1M  +  WmS)N2M 

OM  STr  i  AT  p  i  ^2M  $ 

~  rr>'2M^2M) 

q'lM  ~  1  (Ma/  +  MmM,1m)(Ma/  +  MmM.im  +  Wa/S) 

(mlA/  ~  1)NimN2mR2,\M&\M  \  (n  n  \ 

at  I  jy  p  [  [“l,einM  ”2 ,ein  M ) 

-V1M  +  tv2A//l2tiA/  J  v  7 

f  MmM2mM,  lA/(m!AfdiA/  —  TTDa/Mm) 

\  (Ma/  +  Ma/M,1A/)(Mm  +  Ma/M,  lAf  +  ^A/S) 

(m2M  —  I^Mm-Ma/Ma/  |  1  —  e~NTU'x’  /-  -  \ 

Mm  +  MmMum  J  NTMm  ^  l,eiB"  "  ' 

Fiir  die  Darstellung  der  Losung  werden  folgende  Abkiirzungen  eingefuhrt: 

g“OM  _  J 


Energie- 


(C.  19) 


(C.20) 


(C.21) 


(C.22) 


^2q,\M 


l,eini\f  V2,ein  M 


(C.23) 


^l'2q.2M 


X2q,\M  — 


X2q,2M  ~ 


OOA/ 

&0M  ( a0M  -  e“0M  +  1 


OOM  \  OOA/  / 

^p2q,\M  ( l-e~NTU'Xi 

qMr  a0M  +  mtMm  I  ivr^M 

f-2q,\M  ~  doM  +  CQMX2q,2M 

e2q,2M  ~  'tp2q,2M  ~  CQxiX2q,3M 


t2q,\M 


eQ° M  -  1 


t2q,3M 


-c0MX2q,lM- 


(C.24) 


(C.25) 

(C.26) 

(C.27) 

(C.28) 

(C.29) 

(C.30) 


Die  Felder  der  dimensionslosen  Temperaturschwankungen  im  Frequenzbereich  sind 
durch  die  Gin.  C.31  und  C.32  gegeben: 

/)/  / /-  _\  60  A/  (  f  \.  r»-i\ 


^1A/(£a/i  VM t  s) 


—  (-1  +  62M{r]M,  s)  +  (C.31) 

OOM  v  7 

g-^0,2qMVM  .  . 

_  ( p-NTUiMtM  _  pdOMtM  )  l  pa0M^\lQl  /  \ 

_  ,  ATTTT  le  e  )  W2q,\M  +  6  ^l.ein  M\°) 

o-om  +  iv  1  Dim  v  7 


4u(7a/-s) 


£-2q,3M 

t2q.\M 


(C.32) 
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^2q,2M 


fe-ko,2qMVM  _e«2,.i Mwj  +  ee2<>’1MT,M e'2 xinM(s). 


^2q,lM  +  ^0,2  qM 

Die  dimensionslosen  Schwankungen  der  Austrittstemperaturen  sind  durch  die  Gin.  C.33 
und  C.34  gegeben: 

el  _ 


0[,auSM(S)  =  f  = 

J  0 

t2q,3M  1  +  £2g ,1M_  ~  e62l?’1M 
C2q,lM 


+  ea°M) 

CLO  M  e2q,lM 

M,  ,  .anwAAlM 


+  e 


6'\  ,einM(S)  + 


(_1  +  eaoM) 

l  +  eaoM) 


1 


&0M 
bpM  ^ 

do  M 

1  —  e~k°'2qM  1p2q, 


t2q,\M 

^2q,2M 


|ei»w(S)  + 

(  \  —  e~k°’2 qM  g£2q,lM  _  \  ' 


(- 2q,lM  +  ^0,2 qM  \  ^0,2 qM 


C 2q,lM 


1 M 


k 


0,2  qM 


do  m  +  NTU- - 


1 M 


(‘ 


—  NTU\M  _  aa0 M 


) 


+ 

(C.33) 


®2,av.s  m{s)  —  &2m(VM  —  1is) 


t2g,ZM 

£2q,lM 


(1  —  ee2qAM)  0'l  einM{s)  + 


^2q,2M 


e2(j,lM  +  ko,2qM 


^g— ^0,2  qM 


o£2q,\ M  ^ 


+ 


r29,2M 

=  r2g,lM  +  r29,2M^2,einM(S)' 


(C.34) 


C.2  Einseitig  quervermischter  Kreuzstrom  (Hauptstrom  quer- 
vermischt,  Umlaufstrom  unvermischt) 


Die  exakten  Energiegleichungen  B.9  bis  B.ll  lauten  im  Frequenzbereich  fur  den  Fluid- 
strom  1: 

dd'lM 


■(1  +  ctim) 


d^M 


{Nim  +  N[M)(e[M  -  f  d'WMdr]M ) 

Jo 

( N[m  -  dlMNlMmM  -  fo1  Owm^Vm) 


(C.35) 


fiir  den  Fluidstrom  2: 

-(1  +  cr2) 


d@2M 

dr]M 


{N2M  +  ^2m)02M  ®'wm) 


i^2M  ~  d:2M N2M ) {@2M  ~  6wm)  _  pi 

- —  —  K2Mso2M 


(C.36) 
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und  fiir  die  warmeiibertragende  Wand: 


—  Q\vm) 


+  (nim  +  n[m)(6'u1  -  e[VM)+ 


^2Af^2,lA/(#2A/  -  0\Vm) 


+  {^2M  +  ^2m)R-2,\m(^2M  @Wm)  ~  ^A/5$U'A/(C-37) 


Die  linearisierten  Energiegleichungen  B.12  bis  B.14  lauten  im  Frequenzbereich  fiir  den 
Fluidstrom  1: 


'  {^\aj  [  1)^i a/  {9\m  [  @w m&Hm )g ia/  —  Kims9[m, 

Jo  Jo 

(C.38) 


fiir  den  Fluidstrom  2: 


o  1'  1  R2M02XI  —  9'wm  )  _  (m2A'Z  ~  1)^2A/(^2A/  —  ^H'A/)^2  —  K2A/S$2A/  (C.39) 

orjM 

und  fiir  die  warmeiibertragende  Wand: 

^ia/Atia/(#im  —  6wm)c\m  +  Nim{9[m  ~~  6'wm)+ 

™’2mN2mR2,\m(02M  ~  9wm)&2  +  R2,\m{9'2m  ~  ®'w  m)  ~  ^ms9\vm.  (C.40) 


Fiir  die  Berechnung  in  diesem  Abschnitt  seien  die  dimensionslosen  Schwankungen  der 
Eintrittstemperaturen  beider  Fluidstrome  als  Randbedingungen  vorgegeben: 


^ia/(Ca/  =  o,  T-)  =  e[einM(T)  (C.41) 

-  0,r)  =  0'2einM{T).  (C.42) 

Die  Gin.  C.41  und  C.42  lauten  im  Frequenzbereich: 

=  0,  s)  =  (C.43) 

^2A/(£a/>  Vm  —  0) s)  =  92einhj{s).  (C.44) 


Die  Randbedingungen  fur  die  Hauptstrome,  Gl.  C.41,  sind  tatsachliche  Randbedin¬ 
gungen  des  zusammengeschalteten  Systems.  Sie  sind  identisch  mit  den  Gin.  4.112  und 
4.113.  Im  Gegensatz  dazu  sind  die  Randbedingungen  fiir  den  Umlaufstrom.  Gl.  C.42, 
Hilfsgleichungen.  Die  dimensionslosen  Schwankungen  der  Eintrittstemperaturen  des 
Umlaufstroms  sind  zunachst  unbekannte  Zeitfunktionen,  die  in  Anh.  C.5  explizit  fiir 
das  zusammengeschaltete  System  bestimmt  werden. 
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Aus  den  transformierten  Energiegleichungen  fur  die  Fluidstrome,  C.35  und  C.36  bzw. 
C.38  und  C.39,  wird  die  dimensionslose  Wandtemperatur  und  deren  Schwankung  eli- 
miniert  und  fur  die  exakte  und  linearisierte  Fassung  in  einer  gemeinsamen  Form  dar- 
gestellt: 

-d4rL+  <*> m»\m  +  hM  ['  (C.45) 

df  A/f  Jo 

NTUiM 

+  cOM0[u  +  =  ih,,iMe-^uiu  e~  .  (C.46) 


diM 
df]M 


Wenn  das  System  aus  den  Gin.  C.45  und  C.46  die  exakte  Fassung  der  Energiegleichun¬ 
gen  darstellt,  gilt  fur  seine  Parameter: 

{Nim  +  N[m)R2,im{N[mN2m  —  N'2MN\m) 


+ 


s(Nim  +  N2mR-2AM  )  [Nim  +  N[m  +  R2,im{N2m  +  N2m)  +  (1  +  ctim) 

{N[m  — 


-NTU 


I  M 


J  _  g  fl2,l  M 


NTUlU 


(@l  ,einM  @2  ,ein  M  )  (C.47) 


1Plq,2M  ~ 


s(lVuf  +  N2mR2,im){1  +  Vim) 

_ (A T2M  +  N'2M)R2,\m{N[mN2M  ~  N^jNim) _ 

s{Nim  +  N2mR2,\m)  N\m  +  N[m  +  R2,Im{N2M  +  N^m)  +  uMS 


{N'2M  _  V2N2m)N\m 


(* 


1  ,ein  M 


6> 


2, ein  M 


) 


s(Nim  +  +  °2 

Wenn  das  System  aus  den  Gin.  C.45  und  C.46  die  linearisierte  Fassung  der  Energie¬ 
gleichungen  darstellt,  gilt  fur  seine  Parameter: 

N'Im^2mR2,Im{X,IimViM  —  TTL2mV2m) 


(C.48) 


Wlq,lM 


{Nim  +  N2m  R2,\m){N\m  +  N2mR2,im  +  ^ms) 

-ntuim 


(C.49) 


[rri\M  —  1)NimN2mR2,imVim  [  1  ~  e  *2,1M 

NTU\  m 


R2,1M 


Iplq . 


2M 


Nim  +  N2mR2,\m 

N\M  N^m R2,\M{mlMVlM  ~~  m2MV2M) _ 

{Nim  +  N2mR2,im){N\m  +  N2mR2,im  +  wms) 


ein  M 


-6- 


2, ein  M  , 


{vi2M  ~  1 )N\mN2mV2M  \  (a 


Aim  +  N2mR2,im 


I  ($1  ,ei 


ein  M 


-e- 


2, ein  M 


)■ 


(C.50) 


Die  Parameter  a0M>  1>omi  co m  und  doM  sind  mit  den  Gleichungen  aus  Anh.  C.l  zu 
berechnen. 


Fur  die  Darstellung  der  Losung  werden  folgende  Abkiirzungen  eingefiihrt: 


od-OM  _  l 


X\q,lM  ~ 


dk 


(C.51) 


0  M 
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com  (  do  a/  —  edoM 

+  1) 

(C.52) 

do  a/  V  d0  at 

J 

fplq,2M  (  1  - 

HI Alai  j  \ 

g  ^2,lAf  g^OAf  —  1  \ 

(C.53) 

*« + "Sr  ( 

XL  *»  j 

Goa/  +  boMXlq,2M 

(C.54) 

1plq,2M  -  b>QM  Xlq,3M 

(C.55) 

-boMXlqJM- 

(C.56) 

Xlq,2M 

Xlg,3A/ 

flg.lA/ 
flg,2A/ 
fig,  3  M 


Die  Felder  der  dimensionslosen  Temperaturschwankungen  sind  durch  die  Gin.  C.57  und 
C.58  gegeben: 

«)  =  (c.57) 

flg,lA/  / 

f  lg,2A/ 


f  lg,l  A/  +  k(),\qM 


C0M  f  i  i  0do,\iTi\i 


(“1  + 


doM 

/  JVTt/ 


j  i  NTU\m 

do  m  H - ua- 


)0'i(£a/,s)  +  (C.58) 

vt^im  \ 

*21M  "M  -  edoMT>M  V’1,,2M  +  edoA/7?A,02,e!n  a/(s)- 


Die  dimensionslosen  Schwankungen  der  Austrittstemperaturen  sind  durch  die  Gin.  C.59 
und  C.60  gegeben: 


^i.ausA/(s)  —  —  lis) 


fig. 3 A/ 


f  lg,2A/ 


f  lg,lA/ 


-lg.lM  +  ^0,lgA  / 


^g-^OlijA/  _  gfl^.lA/  j 


+ 


^2.ausA/(5)  =  [  =  l,«)d^A/ 

«/  0 


(C.59) 

(C.60) 


^(_i  +  crfoAf  ~  1 

doM  f  lg,l  Af 


COA/ 


(-1  +  e 


^OA)  ' 


f  lg,2A/ 


^emAf('5)  + 

2  _  g  ^-0,1  g  A/  gf  lq,l;V/  ___  ^ 


doA/  '  f lg,lA/  +  ^0,lgAr  V  ^O.lgM 

1  -  e_/co-WM  Vhg,2Af  /  NTl' 


f  lg.lA/ 


+ 


^0,lgM  d0A/  + 


XAL  , 

R4}  !  JW  _  aj^OA/ 


g  "2,1M 


+ 


1(,1M 


Com 


10  M 


-1  +  ed°M ) 


flg,3M  1  +  f  lg,l  AT  —  e6'’ 


,  1  Af 


f  1  g,l  AT 


f  lg,lM 


+  6 


doM 


,ein  m(s) 


lg,2M 
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=  r ig,i M  +  r lq,2M@2,ein  m(S)' 


(CM) 


C.3  Gegenstrom 


Die  exakten  Energiegleichungen  B.15  bis  B.17  lauten  im  Frequenzbereich  fur  den  Fluid- 


strom  1: 


(1  +  a  im)  ~  {Ni  m  +  N{m)(9[m  -  0'WM) 


(N[ M  —  (7\mN\m)(9\m  ~  @wm)  _  ^  ^qi  ^ 


fiir  den  Fluidstrom  2: 


ani 

(1  +  cr2)  --  2M  —  (N2M  +  ^2m)(^2M  ~  ®wm) 
O^M 

(N2  M  —  CT2MN2m)(92M  —  Qwm) 


=  «2Afs4 


und  fiir  die  warmeiibertragende  Wand: 


N'im(6im  —  6wm) 


m  +  N1M)(61M  @wm)+ 


(C.63) 


(C.64) 


^2M-^2,1m(^2M  —  9\ 


+  (N2m  +  N'2M)R2,lM  (^2  M 


a >ms9( 


Die  linearisierten  Energiegleichungen  B.18  bis  B.20  lauten  im  Frequenzbereich  fiir  den 
Fluidstrom  1: 

~  Nim{0[m  —  9'wm)  —  ( miM  —  1)N\m(9im  —  9wm)&im  =  «i ms9[m,  (C.65) 
fiir  den  Fluidstrom  2: 

r)f)' 

~7~~  —  N2m(92M  —  9'wm)  —  (m2M  —  1)N2m(92m  —  9wm)&2  —  ^2  ms92M  (C.66) 

und  fiir  die  warmeiibertragende  Wand: 


ttiimNim{9im  ~  9wm)°im  +  N\m(9[m  ~  9'WM  )+ 

Tn2M  N2m  R-2,1M  (92M  —  9wm)& 2  +  N2mR2,\m(9'2m  _  @'wm) 


^>ms9wm.  (CM) 


Mit  Hilfe  der  Energiegleichungen  fiir  die  warmeiibertragende  Wand  werden  aus  den 
Energiegleichungen  fiir  die  Fluidstrome  die  Wandtemperaturen  und  deren  Schwankun- 
gen  eliminiert.  Die  resultierenden  exakten  und  linearisierten  Energiegleichungen  fiir  die 
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Fluidstrome  werden  dann  in  einer  gemeinsamen  Form  dargestellt,  Gl.  C.68.  Die  exakte 
und  die  linearisierte  Version  unterscheiden  sich  durch  die  Koeffizientenmatrix  A,,  und 

=M 

den  Vektor  Tm(£). 


O-llM  O.12M  0'li 

O-  21 M  &22M  @2, 


9' Zm  (£a/ 


9'  m{€m) 


- V - 


(C.68) 


Das  System  inhomogener  linearer  gewohnlicher  DifFerentialgleichungen  mit  konstanten 
Koeffizienten,  Gl.  C.68,  wird  nach  folgender  Rechenvorschrift  gelost  [45]: 

9' m(£m)  =  e=^MCM  +  e=A/?M  J e  (C.69) 

Fur  die  Darstellung  der  Losung  werden  folgende  Abkurzungen  aus  Abschnitt  A. 3 
benotigt: 

MTU  —  NimN2mR2,IM 

A’i  M  +  N2mR-2,IM 

hoM  =  (R\,2M  —  l)NTbiM- 

Die  Elemente  der  Koeffizientenmatrix  fur  die  exakten  Energiegleichungen  lauten: 


Qua/  — 


Ol2A/  — 


a22Al  ~ 


-{Nuf  +  N[m)  R2,\m{N2M  +  N2M)  +  UMS 
[VlA/  +  Ar1'A/  +  i?2.1A-/(Ar2A/  +  A J'2M)  +  U>a/s]  (1  +  0Xm) 

K\mS 
1  +  &\M 

_ (Nut  +  N{m)R2'\m(N2M  +  N'2M) _ 

[.Via,  +  N\m  +  -R2,iA/(Ar2A/  +  N^M)  +  ujms^  (1  +  a1A/) 

_ (Via/  +  V(A,)(V2A,  +  V2A/) _ 

[A’iA/  +  V(A/  -f  R-2,Im{N2M  +  A J2M)  +  UA,s]  (1  +  <72m] 

_ (Via/  +  A [M  -f  ujms)(N2M  +  N'2M) _ 

[Via/  +  N[m  +  R2,\m{^2M  +  N'2h j)  +  U/A,s]  (1  +  CT2m) 

|  ^2A/5 

1  +  °2M 


(C.70) 


(C.71) 


(C.72) 


(C.73) 


Fur  den  Vektor  mufi  unterschieden  werden,  ob  das  Warmekapazitatsstromverhalt- 
nis  von  Hauptstrom  zu  Umlaufstrom  gleich  oder  ungleich  1  ist.  1st  es  ungleich  1,  so  gilt 
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fur  die  exakten  Energiegleichungen: 

_  (Ni M  +  N[m)R,2,1m(N[mN2M  ~  _ 

s(Nim  +  N2mR2,Im)  N\  M  +  M  +  R2,1m{^2M  +  ^2m)  +  +  alM) 


{N[ M  -  vimNim)N2mR2,\m 
s(NiM  +  ^2M-R2,1m)(1  +  a\ m) 


1  -  Rv 


,2M 


ihl 


-  0. 


1pg,2M 


1  -  Ri,2MehoM 

(iV2 M  +  N2M)R,2,im(N'iMN2M  ~  N2mNim) 


2,ein  M ) 


(C.74) 


s(N\M  +  N2mR-2,1M  )  [A^im  +  jA'im  +  R2,1m(N2M  +  (1  +  02m) 

(C.75) 


(A^2M  ~  °2mN2m)N] 


1 M 


s(Nim  +  N2mR2,1m){^  +  ^2M) 


1  -i? 


1.2M 


1  -  -Ri,2MehoM 


(0 


l,einM  @2 ,ein  M 


r)- 


1st  Rh2M  =  1,  SO  gilt  fur  die  exakten  Energiegleichungen: 

(N\m  +  N[m)(N[mN2m  ~  N^Nim) 


Ip q,\M  ~ 


s{N\m  +  N2m)  [Nim  +  N\m  +  N2m  +  Af^  +  ^jus]  (1  +  ^im) 
(A^ia/  —  CJIMNim)N2M  ]  1 


Ip. 


g,2M 


s{NlM  4-  Af2Ar)(l  +  ^iat)J  1  +  NTUim 
_ {N2 M  +  P^2m)  (A^iAf -^2M  ~  N'2mNim) 

/  iCV  71  T 

s 


{@l,einM  @2,ein  A/)  (C.76) 


KA^IM  +  N2M )  A/xa/  +  Af{M  +  A72M  +  A^aa  +  CUa/S  (1  +  02M ) 


(A^2M  ~  Q2mN2m)N\M 
s(NlM  +  A72m)(1  +  &2m) 


1 


1  +  ATO 


1 M 


eirc  Af 


2,einM  j 


(C.77) 


Die  Elemente  der  Koeffizientenmatrix  ftir  die  linearisierten  Energiegleichungen  lauten: 

Nim{P^2mR2,IM  +  ^>MS) 


Oil  M 


Ol2A/  — 


021 M 


022  M 


Nim  +  N2mR2,\m  +  ^>ms 
NimN2mR2,1M 
N\m  +  N2m  7?2,iat  +  o>mS 

_ N\mN2m _ 

A^IM  +  N2mR2,IM  + 

(A'lAf  +  O >ms)N2M 


Nim  +  N2mR2,\m  + 

1st  i?i,2A/  #  L  so  gilt  fiir  die  linearisierten  Energiegleichungen 


-  kxms  (C.78) 

(C.79) 
(C.80) 

+  k-2ms-  (C.81) 


1pg,lM  ~ 


t 


g,2M  - 


N?MN2MR2MmlMOlM  —  m2M^2M) 

[(■/VlM  +  A^2mA?2,1m)(Aim  +  N2} 
{rriiM  —  R)NimN2mR2,im^\m 

^7?2,1M  +  <^>MS) 

1  —  Rl,2M 

N\M  +  N2mR2,\M 

1  NiMNlMR2,\M{m\MViM  — 

1  -  Ri,2MehoM 
m2M^2M) 

(C.82) 

-{@l,einM  @2,ein  m) 


|_(jVia/  +  N2mR2,\m){Nim  +  N2mR2,\m  +  ums) 


{m2 M  ~  1)NimN2M&2M 


N\m  +  N2mR2, 


1M 


1  —  Ri, 


2  M 


1  -  Ri,2Meh™ 


{@l,einM  ^2,ein  A^ )  ■  (C.83) 
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NiM  +  ^2M 


1st  /?i,2M  =  1,  so  gilt  fur  die  linearisierten  Energiegleichungen: 

1/,  _  Ari2AA/(miMdiM  ~  1T12MG2m)  _  (jn\M  —  ])N\mN2MG\M 

.  (ATia/  +  N2m)(Nim  +  N2M  +  UJmS)  Nim  +  N2M 

1  +  NTU\m  ^1'einM  ~  ^nM) 

—  A'l  A/ N%m  (miMOiM  —  A/d~ 2 A/ )  _  (ragA/  ~  1 )  A 1  A^2 m & 2 m 

9  M  +  -^2m){Nim  +  N2M  +  UmS)  N\m  +  N2M 

t  '  \rrpr  t  {@l,einM  ~  $2,emAt)- 
l  +  1\  1  UiM 


~{@l,einM  @2,ein  A/) 


(C.84) 


Vg,2M 


(C.85) 


Durch  die  Anwendung  der  Rechenvorschrift  C.69  fliefien  die  Eigenwerte  der  Koeffizien- 


tenmatrix 


POIM  —  ^  ^°HA/  +  a22M  +  \J (oilM  ~  &22m)2  +  ^12M G21 Und  (C.86) 

P02M  =  ^  ^GllA/  +  d22M  ~  l/iflUM  —  G22 m)2  +  4ai2Afa2iA/^  (C.87) 

in  die  Losung  ein.  Die  Abhangigkeit  der  Losung  von  der  Ortskoordinate  £A/  kommt  in 
folgenden  Hilfsfunktionen  zum  Ausdruck: 


7oa/(£m)  - 


7ia/(£a/) 


0\  m(£,m  )  — 


&2m{£,m)  = 


PoiMep°™^<  -  Po2A/ePoiM^A/ 
Po\M  —  P02M 

gP01A/fAf  _  eP02M^M 

PoiM  ~  P02M 

g(*OAf  -POlAf  )?Af 

{POIM  ~  hoM)(poiM  P02M  ) 

pi^OM  -Po2m)£m 


(C.88) 


(C.89) 


(C.90) 


(c.91) 


rtivi  /  /  I  \  / 

IP02M  ^OAf  APOIM  “  P02M  ) 

Das  Feld  der  dimensionslosen  Temperaturschwankungen  des  Fluidstroms  1  ist  im  Fre- 
quenzbereich  durch  die  folgende  Gleichung  gegeben,  in  der  noch  die  unbestimmten 
Konstanten  cljU  und  c2A/  enthalten  sind: 


*ia/Ka/.«)  =  (gha/7ia/  +  1om)c\m  +  a\2MliMc2M  +  (gha/7ia/  +  7oa/) 

[(  — GUA/V''3,1A/  —  dl2Mlpg,2M  +  PQ2M^g,\ m)P\M  + 

(a  11  A/  +  Gl2At'0g,2A/  “  PoiM^PgA \f)02\l]  +  Gi2A/7lA/ 

[(~G2iAr^g,lA/  ~  0-22Mlpg,2M  +  P02M^g,2M)PlM  + 

(G21A/^g,lA-/  +  a22M^g,2M  ~  PQlM^g,2M  )02m]  ■  (C.92) 

Am  Eintritt  des  Fluidstroms  1  in  den  Warmeiibertrager  gilt: 

^ia/(0:s)  =  c\m  + 
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[(  Q'llM'lpg,lM  ~  CL\2M^g,2M  +  P02M^g,lM) PlM  {®)  + 

(■ CLuM  +  a\2Mlpg,2M  ~  P01iW^p,lM)/?2M (0)]  ■  (C.93) 


Bei  =  0  wird  die  dimensionslose  Schwankung  der  Eintrittstemperatur  des  Fluid- 
stroms  1  vorgegeben.  Diese  Randbedingung  lautet  im  Zeitbereich 


(0,  r)  —  9  1  ,einM{^~) 

{CM) 

(0,  s)  —  9  itein  m{$) ■ 

(C.95) 

und  im  Frequenzbereich 

6 

Gleichung  C.95,  in  Gl.  C.93  eingesetzt,  ergibt  die  unbestimmte  Konstante  ciM  zu 
QllM^g.lM  +  Ql2M'0g,2M  +  hoM^g.lM  ~~  PolM^g.lM  ~  P02M'lPg,lM 

C\M  l,einM  (poiM  ~  h0M)  {P02M  ~  ^Oiw) 

(C.96) 

Die  dimensionslose  Schwankung  der  Austrittstemperatur  des  Fluidstroms  1  betragt 


6[m{  1,  s)  =  (ghm7im(1)  +  7om(1))cia^  +  (Zi2m7im(1)c2M  +  {^umIim^)  +  7om(1)) 
[(-alIMV’g.lM  “  CLi2M^>g,2M  +  P02M^9,1m)^1M  (1)  + 

( aUM  +  dnM'fpg^M  —  PO1M'05,1m)/^2m(1)]  +  & \2M1\m{ 1) 

-  0,22M^g,2M  +  P02M‘lPg,2M) Pim{^)  + 

(a21M'0g,lM  +  a22M'0ff,2M  “  PQ\M^g,2M  )&«(!)]•  (0.97) 


Das  Feld  der  dimensionslosen  Temperaturschwankungen  des  Fluidstroms  2  ist  durch 


#2A /(Cm,  s)  =  021M71MC1A/  +  {&22MllM  +  70A<f)c2M  +  ( a22Ml\M  +  70A/) 

[(-a2iM^g,lAi  -  (222M^g,2M  +  P02M^g,2M) + 

(a2lMlpg,lM  +  CL22Mi>g,2M  ~  P0lMlpg,2M) 02m]  +  «21M7lM 

[(-flllA^^s.lM  ~  CLl2M^g,2M  +  P02AfV’p,lA/ )/3lA<T  + 

(aiiM^g.lM  +  ^12M^g,2M  —  PolM^g,  im)/^2m]  (C-98) 


gegeben.  Am  Fluideintritt  gilt 

rs,2M 

' 

-  (a22AA7lM(l)  +  70A/(1))  C2M  + 

d2iM7iAr(l)ciM  +  (o22m7im(1)  +  7om(1)) 

[(-^ImV’s.IJW  ~  a22Mlpg,2M  +  P02M^S,2m)/5im(1)  + 

(a2i Mi>g,lM  +  a22M^g,2M  ~  P0\M^>g,2M) ^2M  {^)}  +  Q2XM7im(1) 
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[{-auMi>g,\M  ~  0,i2Mtpg,2M  +  P02M  1pg,l m)P\M  (1  )  + 

(OllA'/'i/'p.lA/  +  ~  Pol  M^g,\M)^2M  ( 1 )]  (C.99) 

> - v - ' 

r?,lAf 

=  rs,1Af  +  rfli2AfC2Af.  (c.ioo) 

Fur  die  dimensionslose  Schwankung  der  Austrittstemperatur  des  Fluidstroms  2  gilt: 

&2m(0-s)  =  C2M  + 

[(  —  0-2\Mtyg,\M  ~  0-22M^g,2M  +  P02M^g,2M )Pl  M  (0)  + 

{0’2\M%*g,\M  +  0,22M“fpg,2M  ~  PoiA/l^gM)  A>Af(0)]  (C.101) 

v - v - / 

=  C2A  /  +  r  g,3A/-  (C.102) 

Die  Abkiirzungen  T9^m  und  rSi3A-/  sind  eingefiihrt  worden,  um  die  Bestimmung 

der  unbestimmten  Konstanten  C2M  kompakt  darstellen  zu  konnen. 

Die  Gleichungen  dieses  Abschnitts  sollen  nicht  nur  fur  die  Berechnung  des  zusammenge- 
schalteten  Systems,  sondern  auch  fur  die  Berechnung  eines  einzelnen  Warmeiibertragers 
verwendet  werden  konnen.  In  diesem  Sonderfall  kann  bei  =  1  die  dimensionslose 
Schwankung  der  Eintrittstemperatur  des  Fluidstroms  2  als  Randbedingung 

0,2M(l,T)  =  e,2.einM{T)  (C.103) 

im  Zeitbereich  bzw.  im  Frequenzbereich  als 

e'2M{\,s)  =  e'2^nM{s)  (c.io4) 

vorgegeben  werden.  Damit  betragt  die  Konstante 

C2A/  ~  p  (J^2,einM  ~  •  (C.105) 

1  9>2Af 

C.4  Verbindungsleitung 

Die  exakten  Energiegleichungen  B.21  und  B.22  lauten  im  Frequenzbereich  fur  den 
Fluidstrom 

—  (1  +  Og)  —  (A^2A/  +  N2M)(92M  ~  &wm)  ~  k2Ms02M 


(C.106) 
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und  fur  die  Rohrwand 

{NiM  +  ^2m)(^2M  —  Q'wm)  =  WmS&wm-  (C.107) 

Die  linearisierten  Energiegleichungen  B.23  und  B.24  lauten  im  Frequenzbereich  fiir  den 
Fluidstrom 

p)QI 

—  ~'^M'  —  ^2m($2M  ~  Q'wm)  =  k2MS02m  (C.108) 

C'SM 

und  fiir  die  Rohrwand 

^2m(^2m  ~  ®'wm)  =  ujms9'wm.  (C.109) 

Fiir  die  Berechnung  in  diesem  Abschnitt  sei  die  dimensionslose  Schwankung  der  Ein- 
trittstemperatur  des  Fluids  vorgegeben: 

92M(CM  =  0,T)  =  e'2teinM(r).  (C.110) 

Die  Randbedingung  C.110  ist  eine  Hilfsgleichung.  Die  dimensionslose  Schwankung  der 
Eintrittstemperatur  des  Fluids  bleibt  unbestimmt,  bis  die  Kopplungsbedingungen  ver- 
wendet  werden.  Gleichung  C.110  lautet  im  Frequenzbereich 

9'2M(C  =  o,s)  =  e2teinM(s).  (C.lll) 


Das  Feld  der  dimensionslosen  Temperaturschwankung  ist  im  Fall  der  exakten  Energie¬ 
gleichungen  durch 


#2m(Cm,s)  =  exp 


{^2M  )^mS 

{Nzm  +N'2M)+ujm  S 
1  +  02 


+  «2MS 

- Cm 


^2,einM  (®) 


(C.112) 


gegeben  und  im  Fall  der  linearisierten  Energiegleichungen  durch 


#2m(Cm,s)  =  exp 


N2M^Ms 
N2  m  +  a >ms 


+  k2a/s  Cm 


d' 


2 ,einM  v 


(C.113) 


Die  dimensionslose  Schwankung  der  Austrittstemperatur  des  Fluids  ist  im  Fall  der 
exakten  Energiegleichungen  durch 


9', 


2.ausM 


(s)  —  ^2m(Cm  —  l)5) 

(N2M  )uim$ 


—  exp 


+  A2 


1  +  O2 


^2 ,einM  (®) 


Gm(s) 


GM&2,einM(s) 


(C.114) 
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gegeben  und  im  Fall  der  linearisierten  Energiegleichungen  durch 


^ 2,ausM  (®) 


^2A/(Cm  —  1)  s) 

(  N2Mloms 

eXP  ~  Tt - 

\N2m  + 


(C.115) 


+  ^2A/s  e'2einM(s) 


—  GM62einM{s). 


C.5  Kopplung 


C.5.1  Zwei  gekoppelte  Kreuzstrom-Warmeiibertrager  mit  quer- 
vermischtem  Umlaufstrom 


Die  Kopplungsbedingungen  4.102  bis  4.105  lauten  im  Frequenzbereich: 


O' 2  l(Vl  =  1,5) 

^2r(Cr  =  l,5) 
6' 2 niVii  —  1,  s) 

e'2i(Q  =  1,5) 


O' 2r(Cr  =  0,  S) 

Q'2 Ilivil  —  0;  S) 

0'2i{Q  =  Q,s) 

d1 2 i(vi  =  0.  s). 


(C.116) 
(C.117) 
(C.118) 
(C.  119) 


Mit  den  Gin.  C.34,  C.114  und  C.115  wird  aus  den  Kopplungsbedingungen  ein  Glei- 
chungssystem  zur  Bestimmung  der  beiden  unbekannten  Eintrittstemperaturen  02  em,(s ) 
und  0'2 ,einII{s): 


r2?,l/  +  r29, 2/^2, einl (s)]  Gr  =  0'2 ,em//(s) 

r2(j,l//  +  r2g, 27/^2, ein//(S)]  Gl  =  ®2 ,einl(S)- 


(C.120) 

(C.121) 


Die  Losung  des  Gleichungssystems  ist: 


^2, einl  ~ 


’ 2,einII 


(r2g,i//  +  r2?,i/r2(?i2//Gr)Gf 
i -  r2?i2/r2,i2//Grc?/ 

(r2q,l/  +  T2qMI^2q,2lGi)Gr 

i _  r2<?,2/r2(?,2//GrG/ 


(C.122) 


(C.123) 
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C.5.2  Zwei  gekoppelte  Kreuzstrom-Warmeubertrager  mit  quer- 
vermischten  Hauptstromen 


Die  Kopplungsbedingungen  4.114  bis  4.117  lauten  im  Frequenzbereich: 


[  O' 21  Vi  -  1)  s)d£i  —  ^'2r(Cr  — 0,s)  (C.124) 

Jo 

0'2r((r  =  l,s)  =  6'2Il(€lI,Vn  —  0>  s)  (C.125) 

f1  e'MZmriii  =  M)d&/  =  O' 21  (Ci  =  0,  s)  (C.126) 

Jo 

O' 2  i(Ci  =  l,s)  =  O' 2 1  (£1,711  =  0,8).  (C.127) 


Mit  den  Gin.  C.60,  C.114  und  C.115  wird  aus  den  Kopplungsbedingungen  ein  Glei- 
chungssystem  zur  Bestimmung  der  beiden  unbekannten  Eintrittstemperaturen  0'2einI(s ) 
und  0'2einII{s): 

[ri9,l/  +  ri9!2/^2,ein/(S)]  Gr  =  $2,em//(S)  (C.128) 

[ri,,i// +  ri9,2//^ieinJ/(s)]  Gi  —  0'2einI(s).  (C.129) 


Die  Losung  des  Gleichungssystems  ist: 


O2,  einll 


(Big, 17/  +  riq|ljriq,2JjGr)G/ 
(Big, 17  +  rigjnd^GtjGr 


(C.130) 

(C.131) 


C.5.3  Zwei  gekoppelte  Gegenstrom-Warmeiibertrager 


Die  Kopplungsbedingungen  4.126  bis  4.129  lauten  im  Frequenzbereich: 

O'Ati  =  0,s)  =  0'2i(Ci  =  0,s)  (C.132) 

0\-(G  =  M)  =  0'2II(Sn  =  l,s)  (C.133) 

0'2Il(^II  =  0)  s)  —  d'2r{(r  =  Q,s)  (C.134) 

0'2l{(r  =  1,S)  =  0'2l(til  =  l,s)  (C.135) 

Mit  den  Gin.  C.99,  C.101,  C.114  und  C.115  wird  aus  den  Kopplungsbedingungen  ein 
Gleichungssystem  zur  Bestimmung  der  beiden  Konstanten  c2i  und  C277: 

(c27  +  rs,37)G'/  =  BS)177  +  Bg,2//C27/  (C.136) 

{C2II  +  Tg!sii)Gr  =  rffi!7  +  rS)27C27-  (C.137) 
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Die  Losung  des  Gleichungssystems  ist: 


C21  — 

C211  — 


rg,3iGrGi  4-  (rg,2//r9,3//  —  Tgj//)  Gr  -  rgAIrg,2I1 
r9,2/r9,2//  -  GrGt 

rg,3nGTGi  +  (rg>2/rg,3/  - r g,n)Gi  -  r9il//rgT2/ 
rg,2/rs,2i/  -  gtGi 


(C.138) 

(C.139) 
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D  Finite— Differenzen— Gleichungen 


Um  die  Gleichungen  iibersichtlich  darzustellen,  wird  der  Laufindex  M  =  I,II,r,l, 
der  das  Untersystem  kennzeichnet,  fortgelassen.  Bis  auf  02  und  At  sind  alle  Symbole 
mit  diesem  Laufindex  zu  versehen.  Die  Art  des  Untersysteras  geht  aus  der  jeweiligen 
Abschnittsiiberschrift  hervor. 


D.l  Einseitig  quervermischter  Kreuzstrom  (Hauptstrom  un- 
vermischt,  Umlaufstrom  quervermsicht) 

D.1.1  Hauptstrom 

Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  k+1  werden  durch  die  Randbedingungen 

vorgegeben. 

Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  (i  -  2, . . . ,  nk  +  1,  j  =  1, . . . ,  mk  +  1)  werden  mit  dem 
Wendroff-Schema  berechnet: 


Abkurzungen: 


—  KA+»A,j+eA+^;)  + 


— 29,  2 


1 — 29,1 


■=■29,2  +  — 29,3 
*-‘2q,2  * 29,3  q' k+ 1 


“2o.l  + 


29,1  -I”  “29,2  +  — '29)3 
^29,1  ~  ~J2q,2  +  ^29,3  | 

-2q,  1  +  ^29,2  +  =29,3 
~-29,l  ~  — '2g,2  +  -29,3g'fc 
“29,1  +  “29,2  +  ^29,3  1,J 

“29,4 


„  1*-1o 


li-U 


+ 


— '29, 1 


_ — (#i  i  -Qw.  i  . )  ■ 

:29l2  +  =29,3  '~^3  -*j 


— 29,i  —  2(1 +  0^  2)Ar 


(D.l) 


(D.2) 
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“29,2  =  (yv1  + yv;fc+5)A^Ar 

(D.3) 

“29,3  =  2K\A^k 

(D.4) 

“29,4  =  4(7vifc+*  -  af^MjA^Ar 

(D.5) 

D.1.2  Gasformiger  Hauptstrom 

Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  0'u=i'j=°i^mk+l  werden  durch  die  Randbedingung 
vorgegeben. 

Filr  (z  =  2 ,j  —  1. . . . .  mk  + 1)  wird  ein  Differenzenschema  verwendet,  bei  dem  die  Orts- 
ableitung  der  dimensionslosen  Temperaturschwankung  durch  eine  einfache  Riickwarts- 
difFerenz  approximiert  wird: 

“2g,6 


>°  a'k  , 

-  ,~=  ew2,}  + 

-29,5  +  —29,6 

“29,5  0'k 


“29l5  +  “2g,6 
—•29,7 


K,  - 

(^1 2,J  _ 


(D.6) 


“29,5  +  “29,6 

Fur  (i  =  3 . nk  +  1,  j  =  1, . . . ,  mk  +  1)  wird  ein  Differenzenschema  verwendet,  bei 

dem  die  Ortsableitung  der  dimensionslosen  Temperaturschwankung  durch  die  Drei- 
Punkte -Formel  approximiert  wird: 

r'k  a  a  a'k  a'k  a'k 


I'fc 


K 


Hak, Ni , A\k, eUj , eWi] , ek_2j , e*  , *£  , ao 


2E 


29,6 


'—o&  - 


3—29,5  +  2^9,6 

“29,5  /)'Ar 


-29,5 


+  2 


+ 


-29,6 


4“29,5 

3—29,5  +  2^29,6 

Vi.; 

2—29,7 

3—29,5  +  2 17.29,6 

(^iij  -  9wi,j)- 

(D.7) 

“29,5  = 

1+fff 

(D.8) 

—29,6  = 

(iV}  +  yv;*)  A£ 

(D.9) 

“29,7  = 

(D.10) 

Abkiirzungen: 
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D.1.3  Umlaufstrom 

Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  j  —  2  werden  mit  dem  FTBS-Schema  berechnet: 

'"nfc  +  l  a'k 


a'k+ 1 
^22 


1  +  4  Ar 


k+  Ar? 

Ar 
«  2 


2  + 

K  -  <^jv2)  A  -  +  ei 


En“+ i flt 
i=l 


7r 


n* 


(D.ll) 


Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  (j  =  3, . . .  ,m  +  l)  werden  mit  dem  Wendroff-Schema 


berechnet: 


e'11  = 

^Uk-J^Jk!.  4,  At) 

=2„,8  rah1  K+ + 


fk+i 


'fc+l  a'k 


o'k 


“29,8  +  “2g,9  +  “29,10 
■=+9,8  -  “29,9  -  “2g,10  ^'fc+l 

2j-i 


rr 


+ 


“2g,8  +  “29,9  +  “29,10 
“29,8  -  ‘—'2(7,9  +  “2i?,10 +jfc  + 
“29,8  +  “2(7,9  +  “29,10 
~S2g,8  ~  F2g, 9  +  “2(7,10  g'fc  _ 
“29,8  +  “29,9  +  “29,10  J 


/ 


“29,11 


-29,8  +  “29,9  +  “29,10 


*2.  , 
■»~5 


Ai=i  ^,,-1 

nk 


Abkiirzungen: 


+9,8  —  2(1  +  <J2  2)Ar 

+9,9  =  (ff2  +  *4**  Wat 

_ 

-2<?,10 


2k2  A?/ 


-29,11 


4(W 


fc-G 


fc+  TT 


o2  2  N2)Ar)kAr 


+ 


(D.12) 

(D.13) 

(D.14) 

(D.15) 

(D.16) 


Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  j  =  1  ergeben  sich  aus  der  Kopplungsbedingung. 


D.1.4  Wandgleichung 

Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  (i  =  1, . . .  ,nk  +  l,j  =  1, . . . ,  mk  +  1)  werden  mit  dem 
FTBS-Schema  berechnet: 

ok!  =  TT  K  K  -  *0  +  (*  +  **)  ($l  -  + 
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JV?*M  (A  -  »«•„,)  +  (**  +  N?)  Ru  K  -  <#•„,)] 

(D.17) 


D.2  Einseitig  quervermischter  Kreuzstrom  (Hauptstrom  quer- 
vermischt,  Umlaufstrom  unvermischt) 


D.2.1  Hauptstrom 


Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  werden  durch  die  Randbedingungen  vor- 

gegeben. 

Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  i  =  2, . . . ,  nk  +  1  werden  mit  dem  Wendroff-Schema 
berechnet: 


K 


k+ 1 


t+I  - 

K  '  O  TV  T 


'k+k  - 


iwr\NUKUNr\h  ,  ,Sw  ,  ,,c 

i-j.j  ,_i  **-* 

_ h^.2  g=.‘+1  + »;g) 


'19,1 


+  —  19,2  +  — 


lq,3 


777. 


+ 


— 1<?,1  —19.2  fAg^'fc  +  i 

— 1<?,1  +  “1<?,2  + -19,3  ,_1 


“19.1 


-19,2  +  -19,3 

■= — °U-i  + 


— 1<7,1  +  —  lq,2  +  —  19,3 
~  —  19,2  +  £l 
—  lq.l  +  —1^,2  +  —  lf/.3 

—  1  (?  ,4 

“1?,1  +  -19,2  +  -19,3 


E"^+,  e 


b  > 

•  z 


>-5,J 


m* 


(D.18) 


-19,1 

=  2(l+af+5)Ar 

(D.19) 

—  19,2 

=  {Nx  +  ivJfc+*)A£fcAr 

(D.20) 

—  19,3 

=  2/CiAf* 

(D.21) 

—  19,4 

=  4(A^+>  -  a^A^A^Ar 

(D.22) 

Abkurzungen: 
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D.2.2  Gasformiger  Hauptstrom 

/  k  1  X  o  I  X 

Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  9^  ’ werden  durch  die  Randbedingung  vorge- 
geben. 

Fiir  i  —  2  wird  ein  Differenzenschema  verwendet,  bei  dem  die  Ortsableitung  der  di- 
mensionslosen  Temperaturschwankung  durch  eine  einfache  Riickwartsdifferenz  appro- 
ximiert  wird: 


fKNuN,1t,su.,ew,1,e^.,A() 

—  Y^"m+1  n’k 

“19,6  2-/j= l  W2j 

“19,5  +  “19,6  m 

a'k 

-  .  =  *ii 

“19,5  +  “19,6 

—  y>"m+ 1  q 

-1 9.7  _  ^j  =  l  j 

“19,5  +  “19,6  2  m 


v->"m+l  q 
2^j-l  Ow2<j 


(D.23) 


Fiir  i  =  3, . . . ,  nk  + 1  wird  ein  Differenzenschema  verwendet,  bei  dem  die  Ortsableitung 
der  dimensionslosen  Temperaturschwankung  durch  die  Drei-Punkte-Formel  approxi- 
miert  wird: 


M ,  N, ,  N'f  AJwu ,  .  o'i. , .  e'w. .  AO 

v"m+i  d,,l£ 

2*— '19,6  ^j=l  %  _ 

3^19,5  +  2r,l9i6  m 


— 'lg.5  g'fc 

3  — lg,5  T  2'='l9)6  1,_ 


a'/c 


- 


3—19,5  +  2— 19,6 


r>“  ^"mTl  Q 

,  q  _  ■— j-1  WiJ 

3— ig,5  +  2m19,6  1  mk 


(D.24) 


Abkiirzungen: 


—  ly,5  —  1  +  (T, 

(D.25) 

2„,„  =  («i  +  JV;‘)Af 

(D.26) 

2„,7  = 

(D.27) 
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D.2.3  Umlaufstrom 

Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  (z  =  1  ,...,nk  +  1  ,j  =  2)  werden  mit  dem  FTBS- 
Schema  berechnet: 


k2  A rjk  '  1,2  k2  ' 

(N2k  -  (02ia  -  dwt,2 )  +  02i 


(D.28) 


Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  (i  =  1, . . . ,  nk  +  1,  j  =  3, . . . ,  mk  +  1)  werden  mit  dem 
Wendroff-Schema  berechnet: 


f (a2  2 )  n2} «2,  a^2, eK]_ , , 0^, , ek} , 
,  4ft1,  A^,  Ar) 


_ — ■  lg,8 _ 

— 1?,8  +  r.1<7i9  +  -19,10 


—  lg,8  “ 'lg,9  — lg,10fl'fc+i 


“19,8  +  —lg,9  +  —  lg,10 
“19,8  —  lg,9  "h  “1(7,10 


ef+\  + 


%-r  + 


“lg,8  +  “1(7,9  +  -lg,10  ‘'J~ 

“1(7,8  ~  “lq,9  +  “1(7,10  q' k  _ 

“19,8  +  “19,9  +  ^lg,  io  ',J 

= - ~~-lqll_i  ~ -  ,)• 

-lg,8  + —lg,9  +  -lg,10  \  ,J  2  *'•'3/ 


(D.29) 


Abkiirzungen: 


—  19,8 

=  2(1  4-  a2  +  2 )  A r 

(D.30) 

“19,9 

=  {N2  +  N2k+*)ArikAT 

(D.31) 

—  lg,10 

=  2K,2Arjk 

(D.32) 

“19,11 

=  4(iv'fc+2  -a2+2N2)ArikAT 

(D.33) 

Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  (i  =  1, . . . ,  nk  +  1,  j  =  1)  ergeben  sich  aus  der  Kopp- 
lungsbedingung. 
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D.2.4  Wandgleichung 


Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  (*  =  1, . . . ,  nk  +  1,  j  =  1, . . . ,  mk  +  1)  werden  mit  dem 
FTBS-Schema  berechnet: 


n,!‘R-u  {h,  -  ®Wij)  +  ('%  +  R-/  )  R'j  i 

•  * 

vvhJ 


(D.34) 


D.3  Gegenstrom 

Beim  Gegenstrom  ist  zu  beachten,  daB  in  jedem  Zeitschritt  fur  jedes  Fluid  auf  einem  ei- 
genen  Netz  gerechnet  werden  muB,  wenn  die  Stromungsgeschwindigkeiten  unterschied- 
lich  groB  sind. 


D.3.1  Hauptstrom 

Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  0'^ 11,'"’°+1  werden  durch  die  Randbedingungen  vor- 
gegeben. 

Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  i  —  2, . . . ,  n\  +  1  werden  mit  dem  Wendroff-Schema 


berechnet: 


'k+ 1 


f(&i+2,Ni,Ki,N1k+2,  di.  i,  Ow._y 
^3,2 


r'k+l 


—0,1  +  — 0,  2  +  —0,3 
-p,l  -  -g,2  ~  -0,3^'fc+i 


-5,1 


-3,2  + 


-3,3 


+  e'^  +  e'l  +  e'^)  + 

+ 


Em _ ^g’2  +  ~y-*o\h_i  + 

-0,1  +  -0,2  +  —0,3  1-1 

^fg>1  9,2  +^g’3^  - 

—9,1  +  — 0, 2  +  —0,3 

— — ,  -g’4  .  -  •  (^n_ i  J- 

—9,1  +  —0,2  +  —0,3  5  5 


(D.35) 
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Abkiirzungen: 


—5,1  —  2(1+67!  5)Ar 

(D.36) 

Hs,2  =  (Ni  +  JV'*+i)ACf  At 

(D.37) 

—5,3  =  2ki  A/f 

(D.38) 

E9,4  =  4(A^-ar^l}A/fAr 

(D.39) 

D.3.2  Gasformiger  Hauptstrom 

Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  wercjen  durch  die  Randbedingung  vorge- 

geben. 

Fiir  i  =  2  wird  ein  Differenzenschema  verwendet,  bei  dem  die  Ortsableitung  der  di- 
mensionslosen  Temperaturschwankung  durch  eine  einfache  Riickwartsdifferenz  appro- 
ximiert  wird: 


“P.6  0'k  , 

F — + 

-5,5  i  —5,6 

“P.5  a'fc 

:  ,  “  % 

-p,5  '  — 6 


1  —  0,6 


-(012  “ 


(D.40) 


Fiir  i  =  3, . . . ,  wf  + 1  wird  ein  Differenzenschema  verwendet,  bei  dem  die  Ortsableitung 
der  dimensionslosen  Temperaturschwankung  durch  die  Drei-Punkte-Formel  approxi- 
rniert  wird: 


Abkiirzungen: 


/(nf,  Ni ,  N[k ,  eu ,  ^ ,  d\l2,  e't , ,  ,  AO 

2“P'6  _ 

3—5,5  +  2—9,6  M‘ 

“P.5  n'k  , 

o~  1  n~  X 1  —  2 
^-5,5  +  ^“5,6 

4“P-5  g'fc  _ 


3—5,5  +  2—g,6 
2—5,7 

3-5,5  +  2-5,6 


(^1,  “  #u' )• 


(D-41) 


-5,5  -  1  +  erf 


(D.42) 


(Ni  +  N[k) 

(N[k  -  afNi)  AC 


(D.43) 

(D.44) 


D.3.3  Umlaufstrom 


Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  i  —  nk  werden  mit  dem  FTBS-Schema  berechnet: 


(o'k  -o'k  —  (n2  +  N'k )  (e'k  -  e'kr  ) 

K2  A<^2  '  "2+1  ”2'  *2  V  M  2  2> 

~  K  -  <4#>)  («2„  -  +  C- 


(D.45) 


Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  i  =  1, . . . ,  nk  -  1  werden  mit  dem  Wendroff-Schema 
berechnet: 


/(4+5,  iv2,  «2, 4‘+5, 4+i ,  »V+, ,  Ct'.C,  ■ 

1  ’  <4,  ’  <4+, ,  <44  ’  ^4’  ^T) 

-  ,AS  (<44 + 4, + <4,„  +  <44 )  + 

-9,8  +  -9,9  +  -9,10 

=9,8  ~  —9,9  =0,10  g'fc  _j_ 

—9,8  +  — g,9  +  —9,10 


=0,8  _ 

—0,9 

+ 

o 

[I] 

a'k  _l 

“9,8  + 

“0,9 

+ 

“0,10 

y2,+1  + 

“0.8  — 

“0,9 

— 

=0,10 

fj'k+ 1  _ 

“9,8  + 

“0,9 

+ 

“0,10 

y2<+1 

=0,11 

f  Q 

[I] 

<o 

00 

+ 

“0,9 

+ 

[I] 

<o 

o 

V  i+h 

(D.46) 


Abkiirzungen: 


“9,8  —  2(1 +a2  2)A t 

(D.47) 

=  (N2  +  N'2k+'‘)A$AT 

(D.48) 

“9,10  =  2k2A^2 

(D.49) 

S»,ii  =  4(41+i  -  4+ljV2)Af*AT 

(D.50) 

Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  i  =  nk  + 1  ergeben  sich  aus  der  Kopplungsbedingung. 


D.3.4  Wandgleichung 


Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  i  —  1, . . . ,  n\  +  1  und  i  =  1, ....  n*  4-  1  werden  mit 
dem  FTBS-Schema  berechnet: 


Q'k  + 1  _ 


[A?  («,,  -  9w.)  +  (JV,  +  N?)  (0*  -  4‘- )  + 

A^fly  («2,  -  »w,)  +  (A'2  +  N?)  R2A  (»;*  -  S'*,)] 


+C 


(D.ol) 


D.4  Verbindungsleitung 


D.4.1  Umlaufstrom 


Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  i  =  2  werden  mit  dem  FTBS-Schema  berechnet: 


i'Jfc+1  1  +  °2 


^  K  ~el)-^r  ^  +  N*)  K  ~  e'^) +  *£■  <D52) 


Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  i  =  3, . . . ,  nk  +  1  werden  mit  dem  Wendroff-Schema 


berechnet: 


=  A'2,  m,  e'l, 

=  =..  +  =!'!  +  =..  (<T', +  +  < + «£ ') + 


Abkiirzungen: 


-U  +  — 1,2  +  3  v 

:M  ~  ^  -  —1,3  Q'k+\  + 
2  +  Hi, 3  2‘-‘ 


~  + + 
— (,1  +  — Z,2  +  — i,3  ’  ‘ 

~ —M  ~  ~l, 2  + 

—(,1  +  “/ ,2  +  — 1,3  2' 


Eu  =  2(1  +  U2  +  ^)  Ar 

=  (^2  +  N2k+^)A<^kAT 

3  =  2/V2AC*-’ 


(D.53) 


(D.54) 

(D.55) 

(D.56) 


Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  i  =  1  ergeben  sich  aus  den  Kopplungsbedingungen. 
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D.4.2  Wandgleichung 


Die  Werte  an  den  Gitterpunkten  i  =  +  1  werden  mit  dem  FTBS-Schema 


berechnet: 


=  —{Ni+  N?)  (4*  -  s'w)  +  O’w,  ■ 


(D.57) 
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